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2 1 EINLEITUNG

1 Einleitung

Das Thema dieser Seminarausarbeitung ist die Kapazitit von Kanélen. Dabei werden sowohl
klassische als auch quantenmechanische Kanéle betrachtet, die jeweils verrauscht oder ideal sein
konnen.



2 Definitionen

2.1 Entropie

Ich werde im Folgenden die Problemstellung informationstheoretisch betrachten und 16sen. Da-
fiir bilden die folgenden Definitionen die Grundlage, deren Bedeutungen spéter noch behandelt
werden. Der Logarithmus log ist in dieser Ausarbeitung als log, zu verstehen.

Shannon Entropie H (X) ist fiir ein Zufallsvariable X, die mit der Wahrscheinlichkeit p,. den
Wert x annimmt, definiert als:

H<X) = _sz logpz (1)

Sie ldsst sich auch dquivalent als Erwartungswert von — log (X) schreiben:
H(X) = E(=log (X)) (2)
Die Einheit fiir die Shannon Entropie ist das bit.

Von Neumann Entropie S (p) ist fiir ein quantenmechanische Ensemble {|z)} mit Auftritts-
wahrscheinlichkeit {p,} definiert als:

S (p) = —tr(plogp) (3)

Dabeiist p = > p, |z) (x| der quantenmechanische Dichteoperator. Fiir den Fall, dass die
Zusténde {|z)} orthonormal sind (d.h. (z|y) = d,,), entspricht die von Neumann Entropie
der Shannon Entropie S (p) = H (X). Die Einheit fiir die von Neumann Entropie ist das
qubit.

Uber diese elementaren Definitionen hinaus gibt es weitere abgeleitete Formen von Entropieen.
Die folgenden Definitionen gibt es analog fiir die von Neumann Entropie.

Bedingte Entropie H (X|Y) ist das Analogon zur bedingten Wahrscheinlichkeit. Sie misst
die (fehlende) Information iiber X bei zwei korrelierten Zufallsvariablen X,Y im Falle,
dass Y komplett bekannt ist. Siehe hierzu auch Abbildung [1] auf der néchsten Seite.

H(X|Y)=H(X,Y) - H(Y) (4)

Transinformation (mutual information) H (X :Y) ist ein Art Mak fiir die Korrelation von
zwei Zufallsvariablen X, Y. Sie misst die Information, die in beiden Variablen vorhanden
ist. Durch Messen von X kann man also bei H (X :Y) > 0 auch eine gewisse Aussage
iiber Y machen und umgekehrt. Siehe hierzu auch Abbildung [I] auf der néchsten Seite.

H(X:Y) = HX)+H(Y)—-H(X,Y) (5)
= H(X)-H(XY) (6)
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Abbildung 1: Veranschaulichung der bedingten Entropie und Transinformation

2.2 Fidelity

Um nach einer Kompression / Dekompression beurteilen zu kénnen, in wie weit das Dekom-
primierte mit dem Original {ibereinstimmt, bend6tigen wir hierfiir Maiéeﬂ Eine naheliegende
Definition fiir eine Funktion, die die Ahnlichkeit von ¢ und p beschreibt, wére die folgende:

f(/w)z{l p=0 (7)

0 sonst

Dies wire aber nicht zur Bildung von Grenziibergingen geeignet, da diese Funktion unstetig
ist.

Ein oft genutztes Mafs ist die Fidelity. Die statische Version der Fidelity zum Vergleich zweier

Quantenzustinde p, o ist
F(p,0) = tr\/ p2ops (8)

und die dynamische Version zum Vergleich eines Quantenzustands p vor und nach der Anwen-
dung der spurerhaltenden Quantenoperation ¢ ist

Flp.0) =3 Itw (pE)f (9)

wobei F; die Krausoperatoren von ¢ sind. Hier ist zu beachten, dass

F(p,e(p)) # F (p,€) (10)

gilt. Es handelt sich also um verschiedene Mafe. Sie lassen sich zwar in Beziehung setzen,
aber das wiirde den Rahmen der Ausarbeitung iiberschreiten. Beiden Fidelitys ist gemein, dass
folgendes gilt:

0<F(,)<1 (11)
Flpo)=1 & o=y (12
F(pe)=1 & e=id (13)

Inicht im mathematischen Sinne



3 Kodierung ohne Rauschen

3.1 Problemstellung
3.1.1 Problemstellung klassisch

Eine Quelle wird im klassischen Fall durch eine Folge von Zufallsvariablen X7, X5, ... iiber einem
endlichen Alphabet modelliert. Die Werte der Variablen entsprechen den méglichen Ausgaben
der Quelle. Eine weitere vereinfachende Annahme ist, dass alle X; identisch verteilt und unab-
héngig sind. Diese Annahme wird im Folgenden mit i.i.d. (independent, identically distributed)
abgekiirzt.

Die zu behandelnde Frage ist nun, wie oft man einen stérungsfreien bindren Kanal (der nur
2 unterschiedliche Werte annehmen kann, oBdA 0 & 1) im Mittel pro generierten Symbol
mindestens benutzen muss, um die Ausgabe der Quelle kodiert zu iibertragen. Diese Anzahl wird
als Rate bezeichnet. Diese Frage kann man auch als die Frage nach der maximalen Kompression
des Datenstroms auffassen.

Die Antwort liefert der folgende Satz, den ich nicht seperat beweisen werde, da er ein Spezialfall?]
des entsprechenden quantenmechanischen Satzes ist.

Shannons Satz iiber rauschfreie Kanalkodierung Sei {X,} eine i.i.d. Informationsquelle
mit einer Entropieratd’| H (X). Sei R > H (X). Dann existiert ein zuverliissiges Kompressions-
schema der Rate R fiir diese Quelle. Umgekehrt ist jedes Kompressionsschema fiir R < H (X)
nicht zuverléssig.

3.1.2 Motivation: typische Sequenzen

Um ein Gefiihl fiir die Korrektheit des folgenden Beweises zu bekommen, mochte ich hier die
dort verwendeten typischen Sequenzen motivieren.

Betrachten wir einmal eine Ausgabe der Linge n einer bindren i.i.d. Quelle. Diese Quelle lésst
sich vollstindig dadurch charakterisieren, dass die Wahrscheinlichkeit p fiir die Ausgabe einer
1 angegeben wird. Die Wahrscheinlichkeit fiir eine Ausgabe x4, ..., x, betragt

p(z1,...,2n) = p(x1)p(22) - p(T0) (14)
~ p"(1—p)" P (15)

wobei die Abschétzung dadurch zu Stande kommt, dass man fiir grofes n erwarten wiirde, dass
die 1 ca. n-p mal vorkommt. Dies wird im Folgenden durch das Gesetz der Grofen Zahlen noch
prazisiert.

Durch Logarithmieren beider Seiten erhalten wir

logp(z1,...,2,) ~ np-logp+ (1 —p)n-log(l—p) (16)
—nH (X) (17)

und durch anschliefsendes Exponenzieren folgende Beziehung zwischen p und H:

P (1) A 2N (18)

Zsiche Definitionen der Entropien
3Entropie pro generiertem Symbol
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Abbildung 2: (De-)Kompression einer Quanteninformationsquelle [1]

Das heift, dass es nur etwa 2"7(X) < 9" Sequenzen gibt, die hiiufig vorkommen [] Deshalb muss

eine effiziente Kodierung nur solche typischen Sequenzen beriicksichtigen und kann somit die
Daten um den Faktor H (X) komprimieren! Ein Kompressionsschema, dass diese Beobachtung
nutzt, ist die Huffmann-Kodierung.

3.1.3 Problemstellung quantenmechanisch

Eine quantenmechanische i.i.d. Quelle wird durch einen Hilbertraum H und einem Dichteopera-
tor p darauf beschrieben. Eine Ausgabe der Quelle der Lange n wird durch einen Dichteoperator
PRPR - ®p=p®" auf H®™ beschrieben.

—
n-mal

Wie im klassischen Fall stellen wir uns im Folgenden die Frage nach der mazimalen Kom-

presston. Dazu miissen wir definieren, was wir unter einer quantenmechanischen Kompression

verstehen. Ein Kompressionsschema der Rate R besteht aus zwei Familien von Quantenopera-

tionen, der Kompression C™ und der Dekompression D™ mit

cr: HEm —2fn (19)
pr. 2fn L [gon (20)
wie in Abb. [2 visualisiert ist. Zuverldssig ist ein Kompressionsschema, wenn die Fehlerrate von

D" oC™ auf p®™ fiir grofe n gegen 0 geht. Eine geringe Fehlerrate entspricht einer hohen Fidelity,
somit ist dies gleichbedeutend zu

F(p®",D"oC") — 1 (21)

Die Antwort auf die Frage nach der maximalen Rate R fiir ein zuverlédssiges Kompressionssche-
ma liefert folgender Satz:

Schumacher: quantenmechanische rauschfreie Kanalkodierung Sei {H, p} eine i.i.d.
Quanteninformationsquelle. Fiir R > S (p) existiert ein zuverldssiges Kompressionsschema der
Rate R fiir diese Quelle. Umgekehrt ist jedes Kompressionsschema fiir R < S (p) nicht zuver-
lassig.

Hier sieht man direkt die Analogie zum klassischen Fall, indem man S (p) durch H (X) ersetzt.

3.2 Typische Unterrdume

In Abschnitt auf der vorherigen Seite haben wir typische Sequenzen ja bereits motiviert,
nun folgt die formale Definition von e-typisch.

1Fiir eine binéire Wahrscheinlichkeitsverteilung gilt H (X) < 1.
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3.2.1 e-typisch

Sei p = > . p(z)|z) (x| orthonormale Dekomposition. Eine Sequenz 1, ..., z, wird e-typisch
genannt, falls

1 1
—lo

gilt. Entsprechend wird ein zugehériger Zustand |z1) |x2) - - - |2,) e-typisch genannt.

Der Unterraum aller e-typischen Zustdnde wird mit 7 (n,€) bezeichnet. Der entsprechende
Projektor auf diesen Unterraum ist

Pne)= Y o) (| ® @ za) (2] (23)

T e—typiSCh

3.2.2 Satz iiber typische Unterrdume

e-typischen Unterrdume haben einige Eigenschaften, die sich zur Kompression nutzen lassen:

1. Sei € > 0. Fiir jedes 6 > 0 und geniigend grofe n gilt:

tr (P (n,e)p®") >1-4 (24)

2. Fiir jedes ¢ > 0 und 6 > 0 und geniigend groke n erfiillt die Dimension |1 (n,€)| =
tr (P (n,e)) von T (n,€) die folgende Ungleichung:
(1—-9) on(S(p)—e) < 1T (n,€)| < on(S(p)+e) (25)

3. Sei S (n) ein Projektor auf einen beliebigen Unterraum von H®" mit Dimension kleiner
2" Sei R < S (p). Dann gilt fiir alle § > 0 und geniigend groke n

tr (S (n) p) <6 (26)

Die obigen Aussagen bedeuten in etwa das Folgende:

1. Im Fall, dass die Spur 1 werden wiirde, entspriche P (n,e) der Identitit auf p®". Fiir
grofkes n wird das beliebig genau angenéhert.

2. Fiir grokes n enthilt der e-typische Unterraum in etwa 2™5() Elemente.

3. Betrachte einen Projektor, der auf einen Raum abbildet, dessen Dimension kleiner als
die des e-typischen Unterraums ist. Dann bildet dieser Projektor fiir grofes n typische
Sequenzen auf 0 ab , d.h. 2°5() bildet eine untere Schranke fiir die Dimension einer
“identitatsahnlichen” Abbildung.
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3.2.3 Beweis: Satz iiber typische Unterrdume

1) Zu zeigen: tr (P (n,€) p®") > 1—0 Betrachte die linke Seite der zu zeigenden Ungleichung:

tr (P (n,€) p™) = Y plan)p(xs)---p(a) (27)
)

z€T (n,e

Diese entspricht genau der Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige Sequenz e-typisch ist. Nach
Definition von e-typisch ldsst sich dies formulieren als

1 1
p

2o () ~SW| <) 2100 2

Mit Hilfe der Eigenschaften des Logarithmus und Darstellung von S (p) als Erwartungswert
erhdlt man
p <

was genau dem Gesetz der grofen Zahlen mit X = —log (X) entspricht:

2": — logf @) _p (—log X)

=1

§6>21—5 (29)

Gesetz der grofien Zahlen Seien X, X, ... ii.d. mit endlichem ersten und zweiten Mo-
ment. Dann ist fiir jedes € > 0
< e) = (30)

2) Zu zeigen: (1 —9)2"50)=9 < |T'(n,e)| < 2750+ Aus der Definition von e-typisch
gewinnt man eine obere und untere Schranke von p (x):

1 1
25 (G pm e S| = ¢ (31)
S(p)—eﬁélog(p(z))SS(p)+6 (32)
—n (S (p) =€) > log (p(x)) > —n (S (p) +¢) (33)
9—n(S(p)—e) >p(x) > 9—n(S(p)+e) (34)

Mit diesen Ungleichungen lasst sich die Behauptung zeigen. Durch Aufsummieren aller Wahr-
scheinlichkeiten von Sequenzen, die innerhalb des e-typischen Unterraums liegen, erhalten wir:

1> ) p (35)

z€T (n,e)

> 3 ot (36)
z€T (n,€)

= |T (n,e)|270+) (37)

Daraus folgt eine der beiden zu zeigenden Ungleichungen:

T (n,€)| < 2SI+ (38)
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Analog lasst sich die andere Ungleichung zeigen. Hierzu wenden wir den 1. Teil des Satzes an:

1—0 < Z p(x) (39)

z€T (n,e)

< Y gsioo (40)
z€T (n,e)

= |T (n,e)| 275079 (41)

T (n,€)| > (1 —§) 2@~ (42)

3) Zu zeigen: |S (n)| < 2"F < 2750 = tr (S (n) p®) < § Hierzu teilen wir die Spur in den
typischen Unterraum und den Rest auf, um sie spéter einzeln abschéitzen zu konnen.

tr (S (n) p") = tr (S (n) p" P (n,€)) + tr (S (n) p"* (I — P (n,€))) (43)
Da der Projektor P (n,€) mit p®" kommutiert, gilt:
§5P (n,€) = P (n,€) 5P (1, ¢ (14)

Durch die Beschranktheit der Eigenwerte lsst sich eine obere Schranke der Spur angeben, diese
geht fiir n — oo gegen 0:

0 < tr(S(n) P(n,e) poP(nye)) < 2R+ (15)
Q*n(S(P)*RJFG) (46)
—0 (47)

Weiter gilt S (n) < I. Da S (n) und p®" (I — P (n,€)) positive Operatoren sind, folgt:

0<tr(S(n)p* (I—P(ne)) < tr(p® (I —P(ne)) (48)
— 0 (49)

Denn I — P (n,€) ist ein Operator, der auf den zum typischen Unterraum orthogonalen Raum
projeziert. Da die entsprechende Spur iiber P (n,€) nach dem ersten Teil des Satzes gegen 1
geht, muss umgekehrt diese Spur gegen 0 gehen.

Damit folgt die Behauptung. [J

3.3 Beweis: Satz von Schumacher

Beweis der Existenz, es ist zu zeigen: Wenn R > S(p), dann F(p,-) — 1 Hierfiir
geben wir C" und D" explizit an. Wihle ein € > 0 so, dass S (p) + ¢ < R. Aus dem Theorem
iiber typische Unterrdume folgt: Fiir jedes 0 > 0 und geniigend grofse n gilt:

tr (p®"P (n,e)) > 1-90 (50)
T(ne) < 2% (51)
Sei H" ein 2"F-dimensionaler Hilbertraum, der T (n, €) enthélt. Komprimiere mit A; = |0) (i,

mit ortohormaler Basis i), die zum typischen Unterraum orthogonal ist, und beliebigem Vektor
|0) aus dem typischen Unterraum. Das Kompressionsschema sei

C" (o) =P (n,e)oP (n,e)+ Z Ao Al (52)
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Die Dekompression D" ist als Identitdt auf H' definiert. Die Fidelity lasst sich durch 1 — 20
nach unten abschétzen. Da § beliebig klein gewahlt werden kann, konvergiert die Fidelity somit
gegen 1:

F(p®",D"oC") = |tr(p®"P(n,e)) |2 + Z |tr (p®"A;) |2 (53)
> tr (p*"P (n,e))|2 (54)
> 1-67>1-26 (55)

Beweis der Optimalitiit, es ist zu zeigen: Wenn R < S(p), dann F (p,-) — 0 Im
Folgenden haben die Projektoren in gewisse Unterriume von H®" die gleiche Bezeichnung wie
die Unterrdume selbst. OBdA bildet C™ in einen 2"#-dim Unterraum S (n) von H®" ab. Seien C}
die Operatorelemente von C™ und Dy die von D". Dann lésst sich die Fidelity folgendermafen
schreiben:

F(p,D"oC") = Y |tr (DuCyp®")|" (56)

ik

Jeder der Operatoren C; bildet in den Unterraum von S (n) ab, also
C;=8(n)C, (57)
Sei S* (n) der Projektor auf den Unterraum, auf den Dy den Raum S (n) abbildet. Dann gilt:
S¥(n) DyS (n) = DyS (n) (58)

D, C; kann somit auch durch einen Projektor ergdnzt werden:

= S¥(n) DyS (n) Cj (60)

Damit ergibt sich (mit Cauchy-Schwarz-Ungleichung) fiir die Fidelity die Abschitzung

F(p*",D"oC") = Z |tr (DpCyp®" S (n)) ’2 (62)
ik
< Ztr (DijpQ@”C’]TD,Z) tr (S* (n) p*"S* (n)) (63)

Da die Dimension von S* (n) nach Voraussetzung kleiner ist als die Dimension von S (p), ldsst
sich tr (S* (n) p"S* (n)) nach dem Satz iiber typische Unterraume mit § abschitzen. Da Cj, D,
auf p®" spurerhaltend sind, gilt damit

F(p*, D" oC") < 63 tr(DyCip D)) (64)
jk

. (65)

Somit wird die Fidelity fiir geniigend lange Sequenzen beliebig klein. Dies zeigt die Optimalitét.
O
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3.4 Beispiel: Schumacher-Kompression

In dem vorigen Beweis wurde konstruktiv gezeigt, wie eine Kompression aussehen kann. Da-
bei handelte es sich um die sogenannte Schumacher-Kompression, die nun an einem Beispiel
veranschaulicht werden soll.

Gegeben sei eine i.i.d. Quantenquelle, die die Zustande
o) = 10) (66)
1

Y1) = 7 (10) +11)) (67)

jeweils mit Wahrscheinlichkeit % emittiert. Dies entspricht der Dichtematrix

b= 5 b {wnl + 5 1) G (68)
1131
_ 1[1 1} (69)

die die folgende orthonormale Dekomposition besitzt:

o= p[0) O]+ - p)[D)T] (70)
0) = Cos%|0)+sing|1> (71)
1) = —sing|0>+cosg|1> (72)
p = i(S—i—tang)%O.% (73)

Beziiglich dieser Basis lésst sich ein Block aus n qubits auch als Linarkombination von Eigen-
zustandssequenzen schreiben:

3 O |X) (74)

x={00..0,0..01,...,1T..T}

Da nur typische Sequenzen héufig auftreten, reicht es aus, die typischen Sequenzen |X) zu
iibertragen. Diese haben die Eigenschaft, dass ihr Hamminggewichtﬂ etwa n (1 —p) ist. Da
p > (1 —p) gilt, miissen effektiv nur die Sequenzen |X) beriicksichtigt werden, die viele Oen
enthalten.

Wihle z.B. n = 3. Sortiere alle moglichen Ausgaben der Quelle aufsteigend nach Hammingge-
wicht und ordne ihnen eine Kodierung zu:

000 — 000 011 — 100
001 — 001 101 — 101
010 — 010 110 — 110
100 — 011 111 — 111

(75)

Das erwartete Hamminggewicht liegt hier bei (1 — p) 3 & 0.44, d.h. wir sollten die Sequenzen
beriicksichtigen, die ca. 0.44 Einsen besitzen, also die Sequenzen ohne oder mit einer Kins.
Diese Aussage wird dadurch bestétigt, dass die erwartete komprimierte Codelidnge 3 - S (p) =

®Das Hamminggewicht einer Sequenz ist die Anzahl der in ihr enthaltenen len.
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l-p

Abbildung 3: Klassischer bindrer symmetrisch verrauschter Kanal

3(=p-logp—(1—p)-log(l—p)) ~ 1.8 in etwa bei 2 liegt und somit folgende Zuordnung
ausreicht, um zuverldssig zu sein:

000 — 00 011 — 11
001 — 01 101 — 11
010 — 10 110 — 11
100 — 11 111 — 11

(76)

Offensichtlich ist der gesamte rechte Block nicht wieder dekomprimierbar, was aber aufgrund der
“geringen” Auftrittswarscheinlichkeit dieser Sequenzen keine Rolle spielt. Das Verfahren wird
bei wachsendem n wesentlich besser. Im Grenzwert n — oo wird die Fehlerwahrscheinlichkeit
0.

Der hier vorgestellte Algorithmus ist nicht optimal, veranschaulicht aber den Beweis von Schu-
machers Theorems sehr schén. Eine optimale Variante wére das “quantum arithmetic coding”.

4 Kodierung unter Rauschen

Bisher haben wir den Kanal immer als Ideal, sozusagen als identische Abbildung zwischen
Ein- und Ausgang betrachtet. Dies wollen wir nun fallen lassen und es dem Kanal gestatten
stochastische Anderungen an dem Signal vorzunehmen. Ein solcher Kanal wird als verrauschter
Kanal bezeichnet. Zudem soll der Kanal geddchnislos sein, sich also bei jeder Benutzung gleich
verhalten!

4.1 Klassische Kodierung unter Rauschen

Einen verrauschten Kanal beschreiben wir im klassischen Fall durch einen Satz von bedingten
Wabhrscheinlichkeiten p (z]y) > 0.

Bei einem bindren symmetrisch verrauschten Kanal wird ein Signal am Eingang (0 oder 1) wird
mit der Wahrscheinlichkeit 1 — p unverdndert durchgelassen oder mit der Wahrscheinlichkeit p
invertiert (0 — 1,1~ 0). Siche hierzu auch Abbildung 3|

4.1.1 Shannon: verrauschte Kanalkodierung

Fiir einen verrauschten Kanal A ist die Kapazitit gegeben durch

C(X) =max H (X : V) (77)
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wobei das Maximum iiber alle Eingangsverteilungen p(z) von X gebildet wird und Y die
zugehorige induzierte Zufallsvariable am Ausgang des Kanals ist.

4.1.2 Beispiel: Binirer Kanal

Der Satz von Shannon {iber verrauschte Kanalkodierung ldsst sich im Fall eines klassischen
bindren verrauschten Kanals anwenden:

C(Xx) = I;EI(ES{H(X 1Y) (78)
— max (H () H (V1)) (79)
= max (H (V)= p@)H(Y|X = w)) (80)

Dabei ist Hy;, (p) die bindre Entropie eines Zweizustandssystems. Man kann diese Formel auch
folgendermafen auffassen: Fiir den Fall p = 0, also den unverrauschten Kanal, wird die Kapa-
zitdt 1. Gleiches gilt auch fiir p = 1, da in diesem Fall der Kanal immer invertiert und somit
am Ausgang problemlos auf das Eingangssignal geschlossen werden kann. Ansonsten wird von
der Kapazitit genau die Entropie des Rauschens abgezogen, was bei p = % dazu fiihrt, dass die
Kapazitat 0 ist.

Fiir eine Quelle lisst sich eine sinnvolle Kodierung wie in Abbildung [4] auf der néchsten Seite
konstruieren. Jedes Codewort ist ein Punkt im Raum aller moglichen Codeworter. Der gestorte
Kanal kann einige der Bits kippen, was zu einem benachbarten Codewort im Codewortraum
fiihrt. Wenn wir nun bei der Konstruktion der Kodierung die typischen Fehlersequenzen als
Punkte von Kugeln um das zu sendende Codewdrter interpretieren und dafiir sorgen, dass sich
diese Kugeln nicht {iberlappen, haben wir eine zuverlissige Kodierung gefunden. Dieso ist umso
effizienter, je weniger Raum zwischen den Kugeln ungenutzt bleibt.

4.1.3 Beweis: Shannon - verrauschte Kanalkodierung

Zu zeigen: Fiir Raten R < C geht die Fehlerwahrscheinlichkeit gegen 0 Sei p(x)
Verteilung, mit der wir ein Worterbuch generieren. Dieses Worterbuch ist sowohl Sender und
als auch Empfénger bekannt und hat die Gestalt

x1 (1) zo (1) ... oz, (1)
C= : : : (82)
1 (Z"R) T (Z"R) R (2”3)
In der i-ten Spalte steht das fiir die i-te Sequenz zu iibermittelnde Codewort.
Die Wahrscheinlichkeit, ein spezielles Worterbuch zu generieren ist

onE g

Pr(C)=[[]]r () (83)

w=1i=1

OBdA nehmen wir an, dass die Nachrichten gleichverteilt {ibertragen werden, denn andernfalls
kénnen die Nachrichten zunédchst komprimiert werden:

Pr(W=w)=2"% w=12..2" (84)
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Codeword

Space H“a

Abbildung 4: Ausnutzung des Coderaums bei einem verrauschten Kanal
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Der Empfianger empfingt y™ mit Wahrscheinlichkeit

n

P(y"a" (W) = [ ] p (wile: (w)) (85)

i=1
wobei hier die Unabhéingigkeit der einzelnen Kanalbenutzungen eingeht.

Beim Dekodieren wird die Nachricht W genau dann ausgegeben, wenn
° (X " (W) ,Y") gleichzeitig typisch sind
e es keinen anderen Index k gibt, so dass (X" (k),Y™) gleichzeitig typisch sind

Falls es kein solches TW gibt, wird ein Standardeintrag ausgegeben. Ein Dekodierfehler, also
W # W, soll dem Ereignis £ entsprechen. Unter gleichzeitig typisch versteht man, dass sowohl
der erste als auch der zweite Eintrag des Tupels eine typische Sequenz bilden, aber auch die
Sequenz der Paare.

Die Fehlerwahrscheinlichkeit P (¢) hingt nicht vom Sendewort ab, da kein Sendewort in irgend-
einer Art und Weise ausgezeichnet ist.

Pr(£) = Pr(E|W =1) (86)

Weiter definieren wir uns ein Ereignis £; = {(X™ (¢) ,Y™) | (X™ (¢),Y™) sind gleichzeitig typisch}.
Fiir geniigend grofe n und R < H (X :Y) — 3e gilt fiir die durchschnittliche Fehlerwahrschein-
lichkeit iiber alle Worterbiicher:

Pr(é|W =1) = P(E{UEyU...U Esur) (87)
2nR
< P(E))+)_ P(E) (88)
i=2
2nR
S € + Z 27TL(H(X:Y)73€) (89)
i=2
< 2 (90)

Hier flieflen Séatze iiber gleichzeitig typische Sequenzen analog zu dem obigen Satz iiber typische
Sequenzen ein.

Nun gibt es mindestens ein Worterbuch C* mit einem durchschnittlichen Fehler P (C*) < 2e.
Die durchschnittliche Fehlerwahrscheinlichkeit in diesem Worterbuch ist also:

PIC) = 5 SN (E) <2 (1)

wobei \; (C*) die Fehlerwahrscheinlichkeit der Erkennung der i-ten Sequenz im Worterbuch
C* ist. Nun verwerfen wir in diesem Worterbuch die schlechtere Hélfte der Zuordnungen, also
diejenigen mit der groften Fehlerwahrscheinlichkeit, d.h. wir nutzen sie nicht beim Senden. Das
bedeutet fiir alle iibrigen Zuordnungen

Ai (CF) < 4de (92)

Denn sonst wiirden sie bereits zu einem hoheren durchschnittlichen Fehler fiihren. Somit haben
wir nur noch 2"%-! Wérterbucheintriige, womit die Rate von R auf R — % gesunken ist, aber
jedes einzelne Codewort mit einer beliebig hohen Genauigkeit erkannt werden kann. Insgesamt
haben wir einen Code mit R’ = R — % und Fehlerwahrscheinlichkeit A < 4¢ konstruiert. Fiir
grofse n ist also gezeigt, dass man mit der im Satz behaupteten Rate Daten iibertragen kann.
In der Praxis wird ein solcher Zufallscode jedoch nicht das Mittel der Wahl sein!
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Zu zeigen: Fiir eine gegen 0 gehende Fehlerwahrscheinlichkeit gilt R > ¢ OBdA
senden wir nur typische Sequenzen, also entspricht R der Entropie der Sendesequenzen

nR = HW)=H(W[Y") +H(W:Y" (93)
< HW|Y")+ H(X"(W)|Y™) (94)

Durch Anwenden von Fanos Ungleichung erhalten wir

nR 14+ PR+ H (X" (W)[Y™) (95)

<
< 14+ P™nR+nC (96)

P! ist die Fehlerwahrscheinlichkeit fiir eine Sequenz der Lange n. Dies fiihrt zur Behauptung:

1 C
PM>1_ — _Z>S0=R>C 97
e 21T LR _REVTHZ (97)

O

4.2 Quantenmechanisch

Einen verrauschten Kanal beschreiben wir im quantenmechanischen Fall durch eine spurer-
haltende Quantenoperation ¢, die auf den Ausgaben der Quelle p wirkt. Hier soll nun kein
Zustand komprimiert, sondern nach dem Einwirken von ¢ wiedererkannt werden. Der Sender
kodiert hierzu seine Information “semiklassisch” insofern, als dass er eine Sequenz von (klassi-
schen) Symbolen M = {i} durch eine Sequenz von (quantenmechanischen) Dichteoperatoren
pm = {pi} tbermittelt. Der Empféinger muss seine Fehlerkorrekturmafnahmen zudem nicht
auf einzelnen Zustédnden durchfiihren, sondern kann auch auf dem Produktzustand, also der
kompletten iibermittelten Sequenz

prv = pr @ P, @ - .. @ pur, (98)

arbeiten.

4.2.1 Theorem Holevo-Schumacher-Westmoreland (HSW)

Sei ¢ eine spurerhaltende Quantenoperation. Dann ist die Produktzustandskapazitit

O (¢) = max [S ( (ijpj» ->piS(e <pj>>] (99)

{pj.p;}

wobel das Maximum iiber alle Ensemble {p;,p;} von moglichen Eingangszustinden p; des
Kanals gebildet wird.

Diesen Satz werde ich hier nicht beweisen. Bei Interesse sei auf die Literatur verwiesen.
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