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1 HOLOMORPHE FUNKTIONEN

1 Holomorphe Funktionen

1.1 Der Korper C der komplexen Zah-
len

1.1.1 Definition von C

Fiir die Definition von C und den Operationen darauf
siehe mein “Formelsammlung fiir Analysis I / II”.

1.1.2 Topologie auf C

Definition von Konvergenz, Cauchy-Folge, abgeschlos-
senheit und steigkeit dquivalent zu Analysis I / II.

1.1.3 Komplexe Funktionen
o ¥ =cosp+isingp fiir p € R

o W = ¢ (cosx + isiny)

1.1.4 Cayleyabbildung

Wir betrachten
[z € C|S(2) > 0]

die obere Halbebene H =

Die Caylayabbildung z — i—;_; bildet die obere Halb-
ebene H auf die offene Finheitskreisscheibe E =

{# € C||z| < 1} ab. Die Umkehrabbildung dazu ist z

itt2.
1.2 (weg-) zusammenhingend

Eine Teilmenge X C R™ heifit zusammenhdngend,
wenn es keine offenen Mengen U,V C R” gibt mit

1. U UV DO X
2.0UNVNX=0

J.XNUAD#AVNX

R™ O X heifit wegzusammenhdngend, falls es fiir alle
a,b € X eine stetige Abbildung (einen Weg)

C:0,1] - X
gibt mit C' (0) = a und C (1) = b.
e Ist X wegzusammenhingend, dann ist X zusam-
menhéngend

e Ist X C R™ offen und zusammenhéingend, dann ist
U wegzusammenhéngend



1.6 Drehstreckungen
1.3 Gebiet

Ein Gebiet in R™ ist eine offene, zusammenhéngende
(also wegzusammenhiingende) nichtleere Teilmenge.
e z.B. B.(#),C

e 7.B. obere Halbebene
H={zeC|S(z) >0}

e Es gibt Mengen in R™, die zusammenh#ngend,
aber nicht wegzusammenhéngend sind.

1.4 C-differenzierbar / holomorph

Sei U C C offen, f : U — C stetig, sei z € U. Wir
sagen f ist C-differenzierbar in z falls es eine stetige

Funktion
0:B.(0)—C

gibt, so dass
fz+h)=f(z)=0(h)-h
gilt fiir alle h € B. (0) (wéhle € so, dass B. (z) C U).

Falls solch ein 0 existiert, ist es eindeutig bestimmt.
Die Ableitung von f ist f'(z) = 6(0).

Ist f in jedem Punkt z € U C-differenzierbar und ist
U ein Gebiet dann heifit f holomorph.

Funktionen die auf ganz C holomorph sind, nennt man
schlichte Funktionen.

e Der Differenzierbarkeitsbegiff aus Analysis II wird
im folgenen R-differenzierbarkeit genannt

1.5 Eigenschaften von holomorphen
Funktionen

Sei 2 C C ein Gebiet.
O () ={f:Q— C|f ist holomorph}
Dann ist O () ein C-Vektorraum und ein Ring, der

Ring der holomorphen Funktionen auf 2. Fiir alle
f,g€0(9),alle c € C gilt

L f+g=[z—[(2)+g(2)] € O(Q)
(f+9) =f+7d

e Polynome sind holomorph
(z") =n -2t

e gebrochen rartionale Funktionen sind holomorph
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e f(x) = T ist nicht holomorph, genauso wie alle
funktionen die mit hilfe der Konjugation formu-
liert sind.

e [ (z) = |z| ist nicht holomorph

e Ist f: U — C C-differenzierbar in z € U, dann ist
f in z R-differenzierbar.

e foge O(Q) mit Kettenregel:
(fog) (2)=9¢'(2)- f'(9())

1.6 Drehstreckungen

Sei J : C — C definiert durch J(z) = i - z, dass ist
eine lineare Abbildung auf C = R? mit .J? = —id, also
(J)(=J) =1id.

Eine lineare Abbildung T : R? — R? ist genau dann
linear iiber C, wenn gilt

JI=TJ

In Matritzenschreibweise mit

muss 7" die Form haben

TZ(% ﬁ)

fiir beliebige «, 3 € R. Solche 2 x 2-Matrizen werden
Drehstreckungen genannt.

e Falls man C als R? auffasst entspriche die Mul-
tiplikation mit einer komplexen Zahl genau einer
solchen Drehstreckung.

1.7 Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen

SeiU = Coffen, f : U — C stetig und R-differenzierbar
im Punkt z € U. Dann ist f C-differenzierbar in z
genau dann, wenn f = w + iv die Cauchy-Riemann-
Differentialgleichungen in z erfiillt, ndmlich

L 82 (:) = 2 (2)

2. g—Z(z)—l—%(z):O

1.8 harmonisch

f : U — R heiBt harmonisch, wenn sie C? ist und wenn
gilt

82f an 0

oz2 = oy
Ist ¢ = u + iv holomorph und C?, dann sind u und v
harmonisch.
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1.9 Funktionenfolge / Konvergenzradi-

us

Sei (an), ¢y eine Folge in C, f(z) =

L =limsup {/|an|, R =
Fiir < R und |z| < r konvergiert die Reihe f(z).
Auf der Kreisscheibe B, (0) konvergiert diese Funktio-
nenfolge gleichméBig gegen eine stetige Funktion. Wir
nennen R den Konvergenzradius der Reihe.

o0 n
Yoo anz™. Setze

T (wobei = =0und § = o).

e Die Reihe Y 7 jan41 (n+1) 2™ hat den gleichen
Konvergenzradius wie Y7 an2".

1.10 Ableitung einer Funktionenfolge

Sei (an),cyn Folge in C, R der Konvergenzradius
der Reihe Y °  a,z".

Funktion f (z)

Sei r < R. Dann ist die
holomorph auf der offe-

2 CAUCHYS INTEGRALSATZ

wobei A der Laplace-Operator ist.

2 Cauchys Integralsatz

2.1 Integral

Sei 7y : [a, b] — C stetig. Wir nennen v stickweise stetig
differenzierbar (ssd). Wenn es Zahlen a = ag < a1 <

. < a, = b gibt, sodass 7|[aj,aj+1] stetig differenzier-
barist, 0 <7 <r —1.

Fiir f : Q@ — C stetig und « : [a,b] — Q stiickweise
stetig differenzierbarer Weg (oder Kurve). Setze

/f dz_z/aa”l

) Aydt

Dm0 2"

nen Kreisscheibe B, (0), mit der Ableitung f’(z) =

2nzo
o f(z) =1L ist fiir

(n+1)ap412™

= ldl<l=f(2) =

Zn OZ

= |2 >1= f(z) = -
'eXp(Z)ZZZOOn,Z R =
e sin(z) = 2% (eiz _ e*iz) — ZZO 0 (é;+):')|z2n+1
R =00
o cos(z) = § (¢ +e7%) = 0L, (e R =00

- .
e exp’ = exp, sin’ = cos, cos’ = —sin

1.11 Wirtinger Kalkiil

Man definiert fiir reell differenzierbare komplexe Funk-

tionen die sogenannten Wirtinger Ableitungen durch

o 1[0 10
a—a(a—x;a—y)
o 1[0 10
6_25(%28_3/)

Seien nun A, B C Coffenund f: A — B,g: B — C
reell differenzierbar. Sei weiter a € A und b:= f (a) €

B. Definiere f : A — C durch f (z) :=
Es gilt

f(z).

oF N _ of
(Zw) = Zw
(Zﬁ()) - U
2ol ) - aww)g;“u%@%@
202Dy = 291y % ()4 22 ) Y ()
0? 0? 0?
T 9207 Z(@ a_y2)

Das Ergebniss des Integrals ist also eine komplexe Zahl.

Das Integrieren ist eine lineare Abbildung. Es gilt:

L LG e = [ (s
2. fvc~f(z)dz:c~fvf(z)dz

)dz+ [ g(z)dz

3. ’fvf(z)dz‘§L~M

M = sup {|f (y @)1 [t € la, B}

L = L (v) = Kurvenlinge = f | ()| dt

2.2 Kreisintegral

Fiir » > 0 und ¢ € C setze
/ f(z)dz / f(z)dz
|z—c|=r 0

v(t)=re ¢

mit
und t € [0, 27].

2.3 Dreieck

Fiir ag, a1, ae € C ist das Dreieck
Alag,a1,a2)={z=ao-r+a1i-s+as-t|r+s+t=1,r,s,t>0}

Fir A = A (ap,a1,a2) C € setze

aAf(z)dz:/%f(z)dz+L2f(z)dz+L3f(z)dz

mit
() = a(l1—t)+ait telo,1]
v () = a(l1—1t)+ast tel0,1]
Y3 (t) = as(1—t)+apt teclo,1]

e OA ist der Rand der Menge A



2.8 Cauchys Integralsatz
2.4 Stammfunktion

Ist f: Q — C stetig, und F € O(2) mit F’ =
gilt mit v : [a,b] — Q s.s.d.

f, so

Man nennt F' Stammfunktion zu f.

2.5 Integral-Lemma von Goursat

Sei A = A (ag,a1,a2) C Q, Qein Gebiet, sei f € O (Q).
Dann gilt
f(z)dz=0
A

Sei 2 Gebiet, w € Q, f : Q — C sei stetig und holo-
morph auf Q\ {w}. Fiir jedes Dreieck A in Q mit w als
Ecke gilt

f(z)dz=0
oA

2.6 Sternformige Mengen

Eine Menge X C R™ heifit sternformig bzgl. x € X,
falls fiir alle y € X und alle ¢ € [0, 1] gilt

tr+(1—t)ye X

2.7 homotop, einfach zusammenhin-

gend

Zwei Wege 7o : [0,1] — X und 71 [0,1] — X heiflen
homotop, wenn es eine stetige Abbildung H : [0,1] X
0,1] — X gibt mit

1. H (t,0) =70 (t)
2. H(t,1) =1 (¢)
3. H(0,5) =10 (0) =7 (0)
4. H(1,s)=(1)=7(@1)

Schreibe dann g ~ ;.

X heifit einfach zusammenhdngend, wenn X wegzu-
sammenhéngend ist und fiir alle Wege g, 71 gilt: aus
70 (0) = 1 (0) und 7o (1) = 1 (1) folgt stets v ~ 1.

e () sternformig = Q) einfach zusammenhéngend

e cinfach zusammenhéngend kann man sich vorstel-
len, das es moglich ist ein quadrat stetig auf X
abzubilden, also enthélt z.B. X im 2dimensiona-
len keine “Lécher”

e Das Integral iiber zwei Wegen die homotopiedqui-
valent sind ist gleich, wenn f auf diesem Gebiet
holomorph

5

e Fall ein geschlossener Weg homotop zum “Null-
weg” ist, nennt sich dieser Null-homotop.
D.h. v heifit null-homotop in 2 falls v s.s.d. ge-
schlossen und falls es ein stetiges H : [0,1] x
[a,b] — Q gibt mit H (1,t) =~ (¢t) und H (0,t) =
v (a) = v (b) fiir alle ¢.

2.8 Cauchys Integralsatz

Sei 2 C C ein Gebiet, das einfach zusammenhéngend
ist. Dann hat jede holomorphe Funktion f € O () eine
Stammfunktion auf €.

Insbesondere gilt fiir jeden s.s.d. Weg v in €2, dass
[ £ =FGo) - F @)
.

wobei 7y : [a,b] — Qund F’ = f. Wenn + ein geschlosse-
ner Weg ist, v (a) = 7 (b), so folgt also f,y f(z)dz=0.

2.9 Cauchys Integralsatz v.2

Sei  sternformiges Gebiet bzgl. w € Q2. Wenn f :
1 — C stetig ist und f € O(Q\{w}), dann hat f
eine Stammfunktion F' € O ().

Ist v : [a,b] — Q s.s.d., so gilt
[ 1@ =F ) - F @)

e auf w ist nur die Stetigkeit verlangt, nicht die C-
differenzierbarkeit

2.10 Cauchys Integralformel

Sei Q Gebiet, f € O(Q), sei ¢ € Q und sei > 0
so, dass {z € C||z —¢| <r} C Q. Dann gilt fiir alle
z€By(c)={z€C||lz—¢| <1}

1 f(©)

= ER Y
211 ‘g,dzrﬁ—z 5

f(z)

e Die Werte von f auf dem Kreisrand legen also f
im Inneren der Kreisscheibe fest.

e Vorsicht, man muss den Weg genau betrachten!

2.11 Entwicklungslemma

Sei c € C;r > 0,K, = {z€C|lz—c|=7}. Sei ¢ :
K, — C stetig. Fiir z € B, (c) setze

_ ! (9]
N 211 Kid:rﬁ_zdé‘

f(z)

Dann ist f holomorph auf B, (¢), und

fz) = Y a(z—0oF
k=0
1 ¢ (£)
arp = — — .
k 21 /Ec_r (€ — c)kJr1 ¢
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2.12 Cauchy-Taylor Entwicklungssatz

Sei Q ein Gebiet, ¢ € Q, sei » > 0 so, dass
{zeC|lz—c| <r} CQ. Sei f e O(N). Dann gilt

FR) =) ar(z=¢"
k=0

fiir alle z € B, (¢) und

F¥ (o)
!

_ b _IE©)
2w /ac—r (& - C)k“d5

Insbesondere ist jedes f € O(Q) beliebig oft C-
differenzierbar.

e Sei f: ) — C eine holomorphe Funktion auf ei-
nem Gebiet Q C C. Ferner sei a € Q und Bg (a)
die grofite offene Kreisscheibe um a, die noch ganz
in Q enthalten ist. Ist f auf Bg (a) unbeschrinkt,
dann ist R gleich den Konvergenzradius der Tay-
lorreihe von f um den Entwicklungspunkt a.

e Taylorreihe ist Spezialfall der Laurent-Reihe (sie-
he 4.5 auf Seite 9) mit a;, = 0 fiir k < 0.

2.13 Aquivalente Aussagen iiber Holo-
morphe Funktionen

Sei Q C C ein Gebiet, sei f : 2 — C stetig. Folgende
Bedinugen sind dquivalent.
1. f ist holomorph

2. f ist in jedem Punkt z € € beliebig oft C-
differenzierbar

3. Fiir jedes ¢ € Q und r > 0 mit B, (¢) C Q gilt

f)=3 ar(z=¢)"
k=0

wobel
(k)
o - 100
1 f )
- TSy
2mi /sc|—r' (€ — o) ¢
mit ' <7

2.14 Satz von Morera

Sei € ein einfach zusammenhéngendes Gebiet. Sei f :
Q — C stetig. Wenn f,y f(2)dz = 0 gilt, fir alle s.s.d.
Wege v : [a,b] — Q mit v(a) = 7 (b) ist, dann ist f
holomorph.

e Die Umkehrung gilt auch, nach dem Integralsatz
(siche 2.8 auf der vorherigen Seite).

2.15 Fortsetzungssatz

Sei 2 C C ein Gebiet, sei ¢ € Q, sei g € O (Q\ {c}).
Falls es ein € > 0 gibt, so dass

M =A{lg(2)|l|z—c[ <&}
beschriankt ist, dann gibt es genau eine Abbildung f €
O (2) mit g (z) = f (2) fiir alle z € Q\ {c}.

Man nennt f holomorphe Fortsetzung von g in c. Der
Satz gilt insbesondere, falls g holomorph in Q\ {c¢} und
stetig in c ist.

3 Eigenschaften holomorpher

Funktionen

3.1 Identitiatssatz

Sei 2 ein Gebiet in C, f,g € O(Q)

Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

L f=yg

2. Es gibt eine unendliche Menge X C €, die einen
Hiufungspunkt ¢ €  hat, und f|y = g|y

3. BEs gibt ¢ € Q, so dass f(™ (c) = ¢ (c) fiir alle
n € N.

3.2 Folgerung

I=a,b] CRC Cmita#bd, QCC Gebiet mit I C Q.
Ist f: I — C stetig, so gibt es héchstens ein g € O ()
mit g|, = f.

e Die aus Analysis I bekannten Funktionen wie
sin, cos, exp, log, . .. haben also eindeutige Fortset-
zungen. Alle Rechenregeln aus dem Reellen gelten
also auf in C

3.3 Satz von Liouville

Sei f € O(C) (d.h. f ist ganze/schlichte Funktion).
Wenn |f| beschrinkt ist, so ist f konstant.

3.4 Verallgemeinerter Satz von Liou-
ville

Sei f € O(C). Falls es Zahlen I, m.n € N gibt, so dass
[F @< " m 1

so ist f ein Polynom vom Grad < n, d.h.

1

f(z)=anz" +an_12""" +...+a1z+ao



3.11 Maximumsprinzip

3.5 Fundamentalsatz der Algebra

Ist p(2) = anz™+...4+a12+ap mit a, Z0und n > 1,
so gibt es w € C mit p (w) = 0.

3.6 Linearfaktorzerlegung

Ist p(2) = apz™ + ... 4+ ag Polynom vom Grad n, mit
p(c) =0, so gibt es ein Polynom ¢ (z) vom Grad n — 1
so, dass

p(z)=q(2)(z—¢)

Daraus folgt, dass es eindeutig bestimmte Zahlen
C1,...cn € C gibt mit

p(z)=an-(z—c1) (z—ca) ... (z—cpn)

(Zerlegung in Linearfaktoren)

3.7 Mittelwertgleichung

Ist D, (c) = {#z€Cl|z—c| <r}, Q ein Gebiet mit
D, (c) C Q, so gilt fiir alle f € O ()

[f (@) <sup{[f (2)|[|2 —¢c| =1}

e Es gibt auf dem Kreisrand also einen Punkt der
groBer ist (dem Betrage nach) als in der Mitte

3.8 Offen

f :+ Q — C heifit offen, falls fiir jede offene Menge
U C Q auch f (U) offen in C ist.

Sei Q2 Gebiet, f € O(Q) sei nicht konstant. Ist ¢ € €2
und B, (¢) C Q, dann gibt es s > 0 mit

B (f (c)) € f (Br(0))

e Insbesondere sind alle nicht konstanten f € O (€2),
mit Q) Gebiet, offen.

3.9 Satz von der Gebietsinvarianz

Ist Q C C Gebiet, f € O (92) und nicht konstant, so ist
1 () wieder ein Gebiet.

3.10 Eigenschaften Konstanter Funk-

tionen

Sei Q Gebiet, f € O (). Dann sind dquivalent:

—_

. f ist konstant
. | f] ist konstant

R (f) ist konstant

o

S (f) ist konstant

3.11 Maximumsprinzip

Ist Q Gebiet, f € O(Q) und ¢ €  sei ein lokales
Maximum von |f|. Dann ist f konstant.

Anders gesagt: Wenn f nicht konstant ist, hat | f| keine
lokalen Maximal

e Eine nichtkonstante holomorphe Funktion kann
durchaus lokale Minima fiir |f| haben!

3.12 Maxima auf beschriankten Gebiet

Ist Q C C beschrinktes Gebiet (d.h. Q C Bg(0) fiir
ein R € R), f: Q — C sei stetig, und holomorph auf

Q. Dann hat |f| Maxima auf Q, aber alle Maxima von
|f] liegen in 9 := O\ Q.

Anders gesagt: alle (lokalen) Maxima von | f] liegen im
Rand 0S.

e O ist der Abschluss von Q

3.13 Schwarzsches Lemma

Sei E = B1(0), sei f € O(FE) mit f(E) C E und
f(0) = 0. Dann gilt entweder f(z) = a -z mit |a| =1
(a € C) oder [f'(0)] < 1 sowie |f(2)] < |z] fiir alle
z € E\{0}.

3.14 Automorphismus

Sei E' = By (0). Eine Abbildung f € O (E) heiit Auto-
morphismus von E, wenn gilt f (E) C E und wenn es
g € O(E) gibt mit g (F) C E, so dass

fog=idp=gof

Die Inverse g zu f ist durch f eindeutig bestimmt. Die
Menge

Aut (E) ={f € O(E)|f ist Automorphismus von E}

bildet eine Gruppe beziiglich Komposition, id g ist Neu-
tralelement.

e Seia,be C mit |a]* — [b° = 1, setze

az+b
fas (2) = bz+a

es gilt fup € Aut (E)

e f.0(2) = a’z ist eine Drehung, jede Drehung lisst
sich so schreiben. Es gilt

Jabo fea= fac+b8,ad+bz

o fapo fa—p=1idg



es gilt G = {fa,b| la)? — b]? = 1} = Aut (B)

z — az, |a| = 1 Drehung. Ist ein Automorphismus.

H = {fa,o| laf* = 1} C G = Aut (E) ist die Men-
ge der Drehungen

Sei h € Aut (E) mit h(0) = 0. Dann gilt h € H,
d.h. A ist eine Drehung

3.15 Projektive lineare Gruppe

G = {fa_’b| la]® — [b* = 1} ist eine Gruppe (von Abbil-
dungen), die von 3 reellen Parametern bestimmt wird.
G ist eine sogenannte reelle dreidimensionale Liegrup-
pe, ndamlich PSLyR (projektive lineare Gruppe).

e PSLsR entspricht einer 2 x 2-Matrix mit det = 1

3.16 Riemannscher Abbildungssatz

Ist Q ein einfach zusammenhéngendes Gebiet in C mit
Q £ C, so gibt es eine biholomorphe Abbildung

f:Q E

e Fiir jedes einfach zusammenhingende Gebiet €2 C
C gilt Aut (2) =Aut (F) = G = PSLsR

e Abbildung von oberer Halbebene H =
{z € C|S(2) >0} auf die Einheitskreisschei-
be mit z ~— z—jrz und der Umkehrfunktion

3.17 Kreiskettenverfahren

Ist Q ein Gebiet, ¢ € Q, f: Q — C holomorph. Es gilt

FE)=Y o

Es kann passieren, dass diese Reihe konvergiert auf ei-
ner Kreisscheibe B (¢), die nicht mehr ganz in € ent-
halten ist. Dann kann man f auf einem gréfieren Defi-
nitionsbereich fortsetzen (analytische Fortsetzung).

e “Monodrome?” — Ist man nach einem geschlosse-
nem Umlauf wieder bei f?

3.18 Fehlen von Geraden im Definiti-
onsbereich

Sei 2 = B, (c), S(c) <0, sei f: Q — C stetig und
holomorph auf Q\R. Dann ist f holomorph auf Q.

e Man kann also auf die Holomorphie auf der Gera-
den die das Gebiet schneidet, schlielen.

e Gleiches gilt auch fiir beliebige stetige Schnitte.

4 ISOLIERTE SINGULARITATEN
3.19 Spiegelungssatz

Ist © ein Gebiet in C mit: z € Q & Z € Q (2 symme-
trisch bzgl. R-Achse), und ist f : {z € QIS (2) > 0} —
C stetig und holomorph auf {z € Q|S (¢) > 0} und gilt
f(2) € R fiir alle z € R, so hat f analytische Fortset-
zung auf ganz (2, durch

z) = &
9(2) {f@

falls S (z) > 0
falls S (2) <0

3.20 biholomorph

Seien 21,y Gebiete in C, f: 1 — Qs sei holomorph.
Falls es ein holomorphes g : Q9 — 1 gibt mit

gof idg,

fog = idg,

heiflt f biholomorph und Q4,s heilen biholomorph
daquivalent.

3.21 injektiv und biholomorph

Ist Q4 ein Gebiet in C, f € O () nicht konstant, so
wissen wir schon, dass Q2 = f(£21) ein Gebiet ist.

Falls f injektiv ist, ist f : 21 — Q5 biholomorph.

e Fiir eine biholomorphe Funktion f gilt fiir alle z €
Oy dass [’ (z) # 0 ist.

3.22 Konform / Winkeltreu
Sei Q C C Gebiet. Eine R-differenzierbare Abbildung

f:Q — C heifit konform, wenn sie winkeltreu ist, d.h.
wenn fiir alle z € Q a,b € C gilt:

£(a,b) = £(Df (2) (a),Df (2) (b))

Ist f holomorph, f’(z) # 0, so ist Df (z) = f'(z)
Drehstreckung, verandert also Winkel nicht.

e biholomorphe Abbildungen sind konform

4 Isolierte Singularititen

4.1 Kreisring

FirceCund 0 <r < s <00 ist
K,s(c)={z€Clr<|z—c| <s}

K, s (c) heiBt Kreisring.

° K:s (¢) = Bs (c)



4.6 Partialbruchzerlegung

K-

T8

K:s ()UK (c)=C

(¢)={z€Cl|lz—¢|>r}

K:,_s (C) N K;a (C) = KT7S (C)

g (w) = c+ L ist biholomorphe Abbildung mit

4.2 Integralsatz fiir Kreisringe
Sei f € O(K,s(c)), sei
0<r<r<sd<s<oo

dann gilt

/ch_wf(c) dz = /|ZC_S, (o) dz

4.3 Integralformel fiir Kreisringe

SeiceC,r<r' <s <sfeO(K,s(c). Fir zeC

mit 7’ < |z —¢| < ¢’ gilt stets
[,
Ay =

_ 1
- 2mi </€_c|_s/ & — sz

4.4 Haupt- und Nebenteil

f(z)

Sei f € O(K,(c)). Dann gibt es fy € O (K[, (c))
und fo € O (K, (¢)) mit fy (z)+ f-(2) = f(2) fiir
alle z € K, 5 (¢).

Dabei kann f_  so gewdhlt werden, das
lim, oo f-(2) = 0. Mit dieser Zusatzbedingung
ist f4 und f_ eindeutig bestimmt.

Die Funktionen f_ und f heiflen Haupt- und Nebenteil
von f.

o fi(2)=limy . 5= flﬁ—CIZt %df

o fo(2) =lim =5 e o, 1) g

4.5 Entwicklungssatz von Laurent

Sei f € O(K,5(c)), f- und fi wie in 4.4 mit
lim, o f- (2) = 0. Dann gilt

Fe=Y ar(z -0t
k=0

auf K. (c) und

auf K (c) oder kurz

o0

Z a (z — ¢)"

k=—o0

f(z) =

Laurent-Reihe fiir f mit Entwicklungspunkt c.

Beide Reihen konvergieren gleichméfig auf jeder kom-
pakten Menge K, und

_ 1 AN
T o /|§CI—t (€- C)kHdE
fir alle k € Z.

e Verallgemeinerung von Taylorreihe (siehe 2.12 auf
Seite 6)

4.6 Partialbruchzerlegung

1. Polynomdivision, und die Funktion in der Form
G =0+ i)

@) schreiben.

e grad von 7 ist kleiner als grad von n

2. Den Rest r (z) durch Partialbruchzerlegung ver-
einfachen, dazu n (x) in Linearfaktoren zerlegen.
Dazu die Nullstellen pq, ..., pr mit den Vielfach-
heiten hq, ..., hg

(=)™

n (x) :a~(zfp1)h1 .
3. Nun die Gleichung Ansatz fiir Partialbruchzerle-
gung aufstellen

r(x) A1

_ Ak by,
n(@) " (@—pp)? "

(w—pp) "k

RN 1
R e LT

e Falls ein Nullstelle des Nennerpolynoms h; >
1 mal vorkommt, muss man sie mehrfach als
Nenner verwenden, in den Potenzen 1 bis h;.

4. Hauptnenner des Partialbruchs bilden und auf
einen Nenner (dies ist dann ja genau n (z)) brin-
gen.

5. Fiir  der Reihe nach p; bis py einsetzen. So er-
hélt man & Bestimmungsgleichunen fiir die n Un-
bekannten A; ;

6. Fertig!!

e Mit Partialbruchzerlegung lassen sich alle Glei-
chungen zur Summe iiber geometrischen Reihen
oder #hnlichem Umformen

4.7 Singularitit

Sei © C C Gebiet, ¢ € Q und f € O(Q\{c}). Wir
sagen dann hat f eine isolierte Singularitdt in c.

Ist Kos (¢) = Bs (¢) \ {0} C Q so haben wir auf diesem
Kreisring eine Laurent-Entwicklung

o0

Z a (z — o)

k=—o00

f(z)=
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1. ¢ heif}t hebbare Singularitdt wenn ap = 0 fiir alle

k<0

e mit f(c) = ag

e f ist in ¢ analytisch fortsetzbar

2. ¢ heiit Pol (-stelle) falls es ein k < 0 gibt mit
ar 7 0 und ax = 0 fiir fast alle k£ < 0.

e Wenn ¢ ein Pol, dann heifit p.(f) =
max {k > Ola_j # 0} Polstellenordnung von
c.

3. c¢ heifit wesentliche Singularitit wenn ¢ weder Pol
noch hebbar, d.h. es existieren unendlich viele
ar # 0 mit k£ < 0.

4.8 hebbare Singularitit und Be-
schranktheit

Sei ¢ € Q Singularitédt von f € O (Q\ {c}). Dann gilt:
c ist hebbare Singularitit genau dann, wenn es ¢ > 0
gibt, so dass f auf Ky, (c) beschriankt ist.

e Dann hat f holomorphe Fortsetzung in Punkt ¢

4.9 Grenzwert und Pol

Sei ¢ € € Singularitét von f € O (2\ {c}). Dann ist ¢
Pol von f genau dann, wenn gilt

lim |f ()] = oo

zZ—C

4.10 Satz von Casorati-Weierstrass

Sei Q C C,ce Q, fe O\{c}). Dann hat f ei-
ne wesentliche Singularitdt in ¢ genau dann, wenn es
zu jedem w € C eine Folge (2,),cy in £ gibt mit
limy, oo f (2n) = w und lim, o 2, = ¢. Man sagt
auch, die Werte von f nach ¢ liegen dicht in C.

4.11 Singularitit in oo

Ist f € O(K, o (0)) sosagt man, oo ist isolierte Sin-
gularitit von f.

1. oo ist hebbare Singularitit von f < 0 hebbare
Singularitidt von z — f (%)

2. oo ist Pol von f < 0 Pol von z — f (1)

3. oo ist wesentliche Singularitét von f < 0 wesent-
liche Singularitét von z — f (1)

4 ISOLIERTE SINGULARITATEN

4.12 diskret

Eine Teilmenge D C C heifit diskret, wenn es zu jedem
d € D eine € > 0 gibt, sodass B. (d) N D = {d}.

e Die Vereinigung abgeschlossener diskreter Mengen
ist wieder diskret

e D hat keine Haufungspunkte

4.13 meromorph

Sei 2 C C Gebiet, D C € sei abgeschlossen (in ) und
diskret.

Eine Funktion f € O (Q\D) heifit meromorph, wenn
alle Punkte in D hebbare Singularitdten oder Pole sind
(wesentliche Singularititen sind nicht erlaubt).

Setze P (f) = {d € D|f hat Pol in d}.

Es sei

M () = {f|f meromorph auf
fiir irgendeine abgeschlossene diskrete

Menge D C Q}

4.14 Kombination von meromorphen
Funktionen

Sind f, g meromorph auf 2, so auch f + g und f - g.
Ist g nicht die Nullfunktion, d.h. g # [z — 0], so ist é
meromorph.

4.15 Korper der meromorphen Funk-

tionen

M (92) ist ein Kérper. Dabei muss man meromorphe
Funktionen f,f € M (Q) als gleich betrachten, falls

P(f)=P ( f) und falls £ und f die gleichen holomor-
phen Fortsetzungen auf Q\ P (f) haben.
Fasst man ¢ € C als konstante Funktion z — ¢ auf, hat

man Inklusionen C C O (2) € M (©2). C und M (Q)
sind Korper, O (§2) ist Ring.

M () heifit Funktionenkérper (Kérper der meromor-
phen Funktionen auf §2).

e Jede meromorphe Funktion ist Quotient holom-
porpher Funktionen, d.h. M (Q) ist Quotienten-
korper des Ringes O (2).

4.16 Riemannsphire

Die Riemannsphdre ist C = C U {oco}. Man definiert
(#n)peny € C konvergiert gegen oo < zu jedem R > 0
gibt es | € N, so dass |z,| > R fiir alle n > [.

Ist f € M (Q2),d e P(f), definiere f (d) = oo, dann ist
f:Q—C stetig.



5.6 Polstellenordnung / Polstellenmenge

5 Residuen

5.1 Residuum

Ist @ C C Gebiet, ¢ € Q, f € O\{c}).
Sei D20 ak(z— ¢)" Laurententwicklung von f auf
Ky,s (¢) C Q. Das Residuum von f in c ist

1
Resc (f) =a_1 = 2—7”

f(&)dg

j—cl=t

fir 0 <t<s.

e Ist ¢ eine hebbare Singularitdt von f, so gilt
Res. (f) =0

5.2 Stammfunktion

Res.(f) = a ist die bestimmte komplexe Zahl a, fiir die
gilt
a

ze f(2)— € O (Kos(c))

z—c
hat eine Stammfunktion.

5.3 Pol 1-ter Ordung

Hat f Pol 1-ter Ordnung in ¢, so gilt

Resc (f) =lim (z —¢) - f (2)

zZ—cC

5.4 Bruch

Sind f,g € O(B,(¢)) mit f(c) # 0, g(¢) = 0 und
g’ (¢) # 0, so hat § Pol. 1. Ordung in ¢, und

w (8)-4

5.5 Pol m-ter Ordnung

~

<

Hat f : Q0 — C Pol hochstens m-ter Ordnung in ¢, ist

9(z)=(2-0)" f(2)

holomorphe Fortsetzung, so gilt

1

mg(m_l) (c)

Res. (f) =

e f hat Pol hochstens m-ter Ordung in ¢ <
(2 —¢)™ f (2) hat holomorphe Fortsetzung in z =
c
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5.6 Polstellenordnung / Polstellenmen-
ge

Sei f:Q — C.

Mit p. (f) wird die Polstellenordnung bezeichent. p. (f)
ist das kleinste m fiir das (z — ¢)"™ f (2) holomorph fort-
setzbar ist.

Mit P (f) wird die Menge alle Polstellen auf § bezeich-
net.

5.7 Windungszahl / Index

Ist v : [a,b] — C s.s.d. Weg mit v (a) =
c € C\y ([a,b]) setze

v (b). Fiir

1 1
Indw(c):Tm/g_chGZ
Y

die Windungszahl oder den Index von ¢ beziiglich ~.

5.8 logarithmische Ableitung

Ist I € O(Q) eine Umkehrfunktion fiir exp (d.h.
expol = idg) und ist Q1 — Q holomorph auf ; C C,
h(z) # 0 fiir alle z € Qq, so gilt

h
/_
(loh) =7

Man nennt % logarithmische Ableitung von h.

5.9 Innere

Ist v : [a,b] — C s.s.d. geschlossen (7 (a) =7 (b)), so
ist das Innere von ~y

Inn () = {c € C|Ind,, (¢) # 0}
Ist Ind, (¢) € {0,1} fiir alle ¢ € C\ry([a,b]) so heiBt v

einfach geschlossener Weg.

5.10 Null-homolog

Sei © C C Gebiet, v : [a,b] — £ s.s.d. geschlossen.
Falls fv (&) dE =0 fiir alle f € O (), so heilit v Null-
homolog in 2.

e Null-homotope Wege sind stets null homolog

5.11 Residuensatz

Sei ) C C Gebiet, v : [a,b] — Q nullhomolog in £,
D C Q sei endliche Menge mit D N~ ([a,b]) = 0. Fiir
jedes f € O (Q\D) gilt dann

o / f(z)dz =3 Resq (f) - Ind, (d)

deD



12
5.12 Eigenschaften des Indexes

Ist v : [a,b] — C s.s.d. und geschlossen. Sei U =
C\y ([a, b])-
Dann ist U C C offen und

z + Ind, (2)

ist stetig auf U. AuBerdem ist sie lokal konstant auf
MCU.

Die Menge Inn () ist offen und beschrénkt, und
Ext (y) = {# € U|Ind, (z) = 0}

ist offen und unbeschrankt.

e Eine Funktion f ist lokal konstant auf U genau
dann, wenn es zu jedem z € U ein € > 0 gibt, so
dass f auf B (z) konstant ist.

5.13 Nullstellenordung

Die Nullstellenordnung einer holomorphen Funktion f
in ¢ € Q ist die grofite Zahl n € N, fiir die die Funktion

2z (z=0)7" f(2)

eine holomorphe Fortsetzung in ¢ hat.
Soreoak (z— ¢)* die Taylorreihe um ¢, so gilt

Ist

aw=a1=...=ap-1=0 a, #0

falls die Nullstellenordnung n ist.

Schreibe
Ne (f ) =n

e n = (0 < keine Nullstelle in ¢

e n ist die algebraische Vielfachheit der Nullstelle ¢

5.14 Nullstellenmenge
Ist f € M (Q), so ist
N(f)={c€Q|f(c)=0 oder f hat holomorphe Fortsetzung in ¢ mit f(c)=0}

die Nullstellenmenge von f.

5.15 Residuumberechnung

Sind g,h € O (R2), n. (g) > 1 fiir ¢ € Q, so gilt

Res, (h- %) = ne(g) h (0

Ist h € O(Q),g9 € O(Q\{c}) mit Pol n-ter Ordnung
in ¢, so gilt

!

Res, (h%) — —pe(9)-h(0)

5 RESIDUEN

5.16 Integration meromorphen

Funktionen 1

von

Sei Q C C Gebiet, f € M (Q) und D = N (f) U P (f)
sei endlich. Ist 7 : [a, b] —  nullhomolog in 2 und gilt
DNy ([a,b]) =0, und ist g € O (), so gilt

1 /(6

el d¢ = c Ind
27”; W/g (6) f (é-) € Ce;(f)n (f) I Y (C) g (C)
= Y pe(f)Ind, (€) g ()
ceP(f)
5.17 Integration von meromorphen

Funktionen 2

Ist 2 Gebiet, D = P (f)UN (f) endlich, f € M (). v
sei nullhomolog in  und einfach geschlossen mit D C
Inn (). Dann gilt

A5
- de —
i ) T % gm

ne(f)= > pelf)

ceP(f)

5.18 Satz von Rouche

Sei 2 C C Gebiet, v : [a,b] — Q sei nullhomolog in 2
und einfach geschlossen. Weiter seien f,g € O (€2) mit
N (g) UN (f) C Inn () endlich.

Falls gilt

lf (v (@) =g (v @) <lg (v (D))

fiir alle ¢ € [a, b] so gilt

Z nc(f): Z nc(g)

ceN(f)

e Summe der alg. Vielfachheiten ist gleich (die Funk-
tionen haben gleichviele Nullstellen).

5.19 Berechnung trigonometrischer In-
tegrale

Sei R (u,v) komplexe rationale Funktion in zwei (kom-
plexen) Variablen. Wir nehmen an, dass R auf der Men-

ge
{(cos(t),sin(t)) [t e R} CCxC

definiert und stetig ist. Setze

=23 () 3(-)

dann gilt

/0 R (cos (t),sin (t)) dt =27 - Z Res, (R)

lzI<1



5.20 Berechnung uneigentlicher Integrale

5.20 Berechnung uneigentlicher Inte-
grale

Gegeben sei das uneigentliche Integral

0o 0 b
/ f({t)dt = lim f(t)dt+ blim ft)dt
—00 —Jo
Sei

a— —0o0
a

H={2€C|S(z) >0}

die abgeschlossene obere Halbebene, sei D C H\R end-
lich, fiir alle d € D gelte S(d) > 0. Weiter sei Q O H
Gebiet, f € O (Q\D). Falls gilt

lim z- f(2)=0

und falls die Integrale [°__ f(t)dt und [; f (t) dt exi-

stieren, so gilt

/jo F(t)ydt =27 S Res. (f)

zeD
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