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1 Vektorfelder und Fliisse

1.1 Vektorfeld, Integralkurve

Sei E ein Banachraum, U C FE sei offen. Ein Vektorfeld
(VF) € ist eine Abbildung

E:U—FE
Ist € stetig / differenzierbar, so heifit £ stetiges- / dif-
ferenzierbares Vektorfeld.

Ist ¢ : (a,b) — U eine Kurve in U (stetig differenzier-
bar) und gilt £ (¢ (t)) = ¢(t), so heifit ¢ Integralkurve
zum Vektorfeld €.
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e Wir veranschaulichen ¢, indem wir am Punkt u €

U den Vektor & (u) abtragen.

e “Physikalische” Interpretaton: Eine Fliissigkeit
stromt durch U. Fir v € U gibt & (u) die Stro-
mungsrichtung und Geschwindigkeit an. Eine Inte-
gralkurve beschreibt ein Teilchen in der Stromung.

e Beachte: Die Bedingung £ (c(t)) = ¢(t) ist eine
gewoOhnliche DGL. Wir werden sehen, das man alle
gew. DGL so beschreiben kann.

1.2 (lokaler) Fluss

Sei E Banachraum, U C F sei offen, ¢ : U — FE sei
Vektorfeld. Sei V' C U offen, sei r > 0,

i (=rr)xV-oU

heift (lokaler) Fluss zu &, falls fiir alle v € V gilt:

1. ¢(0,v)=wv

2. ¢, (t) = p (t,v) ist eine Integralkurve zu &.

e Der Fluss beschreibt also eine Schaar von Integral-
kurven. ¢ (¢,v) beschreibt ein Teilchen in der Stro-
mung zum Zeitpunkt ¢, das zum Zeitpunkt ¢ = 0
im Punkt v € V war.

e Schreibe auch ¢ (u) := ¢ (¢, u)

e ( ist stetig in beiden Argumenten

1.3 Existenz und Eindeutigkeit

Sei E ein Banachraum, U C F offen, £ : U — E L-
Lipschitzstetiges Vektorfeld. Sei u € U.

Dann gibt es r;,s > 0 und einen lokalen Fluss ¢ :
(=r,7) X Bs (u) — U. Der Fluss ist eindeutig bestimmt
auf (—r,r) x By (u).

Insbesondere ist ¢ Lipschitzstetig.

1.4 Picard-Lindel6f-Iteration

Sei E ein Banachraum, U C F offen, £ : U — E L-
Lipschitzstetiges Vektorfeld. Sei uw € U. Wéhle s > 0
so, dass

D =By (u)={z€E||lx—u|| <2s} CU

und r > 0 mit r < min{m,%}. Sei X, =
{c:[=r,r] = D|c stetig, ¢ (0) = w}.

Die Funktion
Sw:Xw — Xu
t
[t — w+/ &(c(x)) dm]

[t—ec@®)]
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ist K-Lipschitzstetig mit K < 1, hat also genau einen
Fixpunkt ¢, € X,,.

cu (t) = ¢ (8, w)
ist der lokale Fluss auf (—r,r) x B (u).

¢y lésst sich iterativ wie folgt berechnen:

c(t) = w
Cn+1 = Sw(cn>
t
w0 = wt [ €(en(@) do
0
lim ¢, = cu

e ¢, (t) ist stetig

1.5 eindeutige Fortsetzbarkeit der Inte-

gralkurven

Sei F Banachraum, U C FE offen. Sei £ : U — FE ein
Lipschitzstetiges Vektorfeld. Seien aj,a2 < 0 < by,0by
und ¢ : (a;,b;)) — U Integralkurven (¢ = 1,2) mit
1 (0) = c2 (0) = v gegeben.

Dann gilt ¢1 () = ¢2 (¢) fir alle ¢t € (a1,b1) N (az, b2).

1.6 lokal Lipschitz-stetig

Seien (X, d;) und (Y, dy) metrische Rdume, f : X — Y
eine Abbildung. Wir sagen f ist lokal Lipschitz-stetig,
wenn es zu jedem xz € X ein r > 0 gibt, sodass die
Einschrankung f| B, (x) Lipschitz-stetig ist.

Sind F, F Banachrdume, U C F offen, f : U — E
stetig differenzierbar. Dann ist f lokal Lipschitz-stetig.

Lipschitz-stetig = lokal Lipschitz-stetig = stetig

lokal Lipschitz-stetig = stetige Differenzierbarkeit

lokal Lipschitz-stetig = stetige Differenzierbarkeit
da lokal Lipschitz-stetige Funktionen schon in sehr
vielen Punkten stetig differenzierbar sind

C'-Funktionen sind lokal Lipschitzstetig

1.7 Eindeutigkeit des lokalen Flusses

Sei E Banachraum, U C E offen, £ : U — FE lokal
Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Sei u € U, dann gibt es
r,s > 0 und einen lokalen Fluss ¢ : (—r,7) X By (u) —
U.

Auf diesem Definitionsbereich ist ¢ eindeutig be-
stimmt.



1.11 Exponentialfunktion
1.8 maximale Integralkurve

Sei £ Banachraum, U C E offen, ¢ : U — FE lokal
Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Sei v € U, dann gibt es
r,s > 0 und einen lokalen Fluss ¢ : (—r,7) X B (u) —
U.

Fiir u € U setze
Ju=U{(a,b)€R|a<0<b, c:(a,b)—U ist Integralkurve mit ¢(0)=u}

Dann gibt es genau eine Integralkurve ¢, : J,, — U mit
¢y (0) = u.

e J, ist also ein offenes Intervall

1.9 globaler Fluss

Sei E Banachraum, U C U offen, £ : U — FE ein lokal
Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Sei 2 C R x E definiert
als

Q={(s,v)|s € J,}
und ¢ : Q= U, ¢ (t,u) = ¢, (t).

Man nennt ¢ den (globalen) Fluss von &, und Q seinen
Definitionsbereich.

Fiir jedes (s,u) € Q gilt
Josy =t —slt € Ju}=Ju—s
weiter gilt
P (s,0(tu) =@ (s +tu) =¢(te(su)
wo das definiert ist. Schreibe kurz
oo (1) 1= o (5,u)

Ps O Pt = Ps4t = Pt © Ps

e (2 ist der maximale Definitionsbereich fiir ¢

1.10 1-Parametergruppe von Abbil-

dungen

Ist @ = RxU (d.h. ¢, ist auf R definiert fiir alle u € U)

® V0P = et Vs, ER
LN t= P—s
[ ] SDO = ld
Man spricht hier auch von einer 1-Parametergruppe von

Abbildungen.

SD—)SQS

ist der entsprechnende Gruppenhomomorphismus.

e selbst bei £ = U = R gilt im Allgemeinen nicht
Ju=R

1.11 Exponentialfunktion

Sei U = F Banachraum z.B. E = R™" T : E — FE linear
und stetig (T' € L (E, E)).

— 1
exp (T) := Z ETk
k=0 """

o Lexp(t-T)=T exp(t-T)=exp(t-T)-T
e exp((t+s)-T)=exp(t-T)-exp(s-T)

e Falls X - Y =Y - X gilt
exp(X +Y) =exp(X) - -exp(Y)

e exp(0-7)=1id

o (exp(T) " = exp(-T)

(U
oexp(t-(o 0
oexp<t~<(1) g

e Drehmatrix

R(t) =

1.11.1 Blockdiagonalmatrizen

Ist A eine Blockdiagonalmatriz, d.h.

Ay 0
Ay
A=
0 A,
mit Ay, ..., A, ebenfalls Matritzen. Dann gilt
exp(t-Ay) 0
exp(t-Az)
exp(t-A) =
0 exp(t-Ar)

e Dies ist fiir Diagonalmatrizen bereits eine geschlos-
sene Losungsformel

e gilt ebenso fiir komplexe Matritzen

1.11.2 Basiswechsel

Ist A € £L(E) und ist R € L invertierbar (d.h. R €
GL(E)), so gilt

exp (RAR™') = Rexp (A)R™!

e gilt ebenso fiir komplexe Matritzen
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1.11.3 Jordanblock

Eine komplexe k x k-Matrix der Form

a 1 0

Ji; (o) = “
o1
0 o

fiir o € C, hei3t Jordan-Block der Grofie k zum Eigen-
wert «.

1.11.4 Jordan-Normalform
Ist A e C"*" so gibt es R € C"*" R invertierbar, so
dass gilt
Ay 0
RAR™' = .
0 Ay
ist Blockdiagonal und A; = J,,; (o) ist Jordanblock.
RAR™! nennt sich die Jordan-Normalform von A.

1.11.5 Nilpotent

Eine Matrix N € C™*™ heifit nilpotent, falls N™ = 0
gilt fiir ein m € N.

Ist N,A € C™*™, N nilpotent mit N™ = 0 und gilt
AN = NA, so gilt

1. exp(t-N) = 1+t-N+%t2N2+...+ﬁNm*1

2. exp(t(N+4)) =
exp(t-A)exp(t-N)

exp(t-N)exp(t-A) =

e Gilt XY = YX fir X,Y € L(E), so gilt
exp (X +Y) =exp(X)exp (V)

1.11.6 Exp und Jordan-Block

Setze
1 0
En,k = 1
0
1 i—j=k
Bnk), . =
( ’k)” {0 sonst

Hiermit lasst sich ein Jordan Block schreiben als
Jp () =a-14+ Eyq
Hiermit gilt nun

exp (- Jn (@) = € (14tEn 1+ By oot oy B )

1 VEKTORFELDER UND FLUSSE

E,r=0firk>n

Eno=1

Enk-Eni = Ep iy

Epq1=0

e al-FE, 1 =FE,al

1.12 Lineares Vektorfeld

Wir betrachten das Vektorfeld £ auf FF = U =
L(E,E)x L(E,FE) und

(8. T)=(S-T.,0)

das heifit die zugehorige DGL hat folgende Gestalt
(S®.7®)=(S® T@),0

Die Losung fiir s lautet
Tt = To
S (t) = SO + exp (t . To)

1.13 stetiges Vektorfeld

Sei U C FE offen, E Banachraum, ¢ : U — E ein C*-
Vektorfeld, & > 1. Dann gibt es zu jedem v € U a,b > 0
so, dass ¢ : (—a,a) x By (u) — U k-mal stetig differen-
zierbar (als Funktion in allen Variablen).

1.14 Eigenschaften von Lésungen

Sei E Banachraum, U C E offen, £ : U — E (lokal)
Lipschitz-stetig bzw. C*-Funktion, k > 1. Dann ist Q =
{(t,u)|t € J,} CRxU offen und ¢ : Q — U ist stetig,
bzw. C*-Funktion auf ganz (2.

1.15 Variation
1.15.1 Zeitabhingige Vektorfelder

Gegeben F Banachraum, U C E x R offen

¢&:U — FE
(x,t) — &(x,t)

Gesucht ist Integralkurve ¢, : I — F mit ¢, (t) =

&(cy (t),t) und ¢, (0) = v.

Sei£:U — U, & (v,t) — (&(v,t),1) und & = (v,0) mit
der Integralkurve ¢; (t) = (cy (t),t).

e Lose also Ersatzkurve 5 und nehme erste Kompo-
nente ¢y (t) als Losung fiir urspriingliches Problem



1.16 Differentialgleichung mit getrennten Variablen

1.15.2 Parameterabhingiges Vektorfeld

Sei E, F Banachriume, U C FE x F' offen. Eine Ab-
bildung ¢ : U — E, (z,y) — &(x,y) heiit para-
meterabhéngiges Vektorfeld. Gesucht ist Integralkurve
¢y : I — E mit ¢, (t) =& (¢, (t),w) und ¢, (0) = v.

Sei € : U = U, (2,y) — (¢ (2,9),0) und & = (v, w)
mit der Integralkurve é; (t) = (cy (t), w).

e Lose also Ersatzkurve é und nehme erste Kompo-
nente ¢y (t) als Losung fiir urspriingliches Problem

1.15.3 Vektorfelder héherer Ordnung

Sei £ Banachraum, U C E™ = E x ... x E offen. Sei
¢ : U — E mit der gesuchten Integralkurve

Cg;n) t = ¢ (Cv (t),éu(t) v (1), -, 01(;"71) (t))
¢ (0) v fir k=0,...,n—1
v o= (Vo,...,Vn-1)

Betrachte das Vektorfeld

&:U - U

'7$n71) — (1'1,...,$n,1,§(1'0,...,$n,1))

(1‘0, .
Dies hat die Integralkurve

Gy (1) = (cy (B),c1 () .. ycna1 (1))

e Lose also Ersatzkurve §~ und nehme erste Kompo-
nente cy (t) als Losung fiir urspriingliches Problem

o Ist &(z1,...,2n) = apZ1 + @122 + ... + Gp_1Tn,
E =R. Es gilt
0 1 0
¢(t) = - c(t)
0 0 1
ag ai ap—1

1.15.4 Anderer Startpunkt

Ist ¢, eine Integralkurve zu & mit ¢, (0) = v, so ist

Coto (1) = ¢y (T —to)

eine Integralkurve mit ¢, ¢, (o) = v.

e Also erst Losen mit Startzeitpunkt 0 und dann ¢
mit t — ty Substituieren

5

1.16 Differentialgleichung mit getrenn-
ten Variablen

Sei

y=rt)gy
eine DGL mit f: J - R, g: I — R und ¢(y) # 0 fiir
alle y € I.

Ansatz
t

f(s)

ds
0
Yo
/ Y
vo 9(w)
Dann gilt fiir die Losung y (t) zum Anfangswert y (0) =
Yo, dass

e Falls H () invertierbar, gilt
y(t)=H'(F ()
e Als Merkregel ldsst sich dies wie folgt festhalten:

y' =% =f(t)g(y)

sy = f(t)dt

Yy _1 g~ _ t
Yo Wdy B fto f (a dt
Integrale Losen

N =

nach y freistellen
Probe!!

A AT

e Beiy/ = f (HLG) mit z = ;- Substituieren

2 Lineare
gen

Differentialgleichun-

Betrachte folgende Situation: £ Banachraum

L(E):{T: E — E|T linear und stetig}

L(E) ist Banachraum bzgl. Operatornorm und
L(R) 2 R™"*"™ (Raum der n x n Matritzen).

2.1 homogene lineare DGL mit kon-
stanten Koeffizienten

Sei A € L (E), betrachte die DGL
y' = Ay

Diese DGL heif3t homogene lineare DGL mit konstan-
ten Koeffizienten.

Das zugehorige Vektorfeld ¢ auf E ist & (u) = Au. Be-
achte: ¢ ist C°°-Funktion, das Gleiche gilt also fiir den
Fluss ¢. Es gilt

ot (u) =exp(t-A)u
auf Q =R x E.



e mit £ = R" A =R"*" Matrix. Die DGL ¢ = Ay
mit y : R — R”™ hat die Losung

y=exp(t-A)- yo

e Falls es zu auswéndig ist, die Jordan Basis zu be-
stimmen, einfach nur die Jordan Matrix berech-
nen, und priifen, ob die Elemente der Matrix mog-
liche Losungen sind. Sobald n unterschiedliche ge-
funden wurden, hat man den kompletten Losungs-
raum der DGL abgedeckt.

2.2 Linear und Zeitabhingig

Sei E Banachraum, J C R offenes Intervall mit 0 € J,
a : J — R lokal Lipschitz-stetig. Betrachte die DGL

ct)=a(t) A(t) c(t)

fiir festes A € L (F). Die Losung auf dem Lésungsin-
tervall J lautet

c(t) :eXp((/Ota(s)ds) -A) ¢ (0)

2.3 Inhomogene DGL

Sei E Banachraum, J C R offenes Intervall mit 0 € J.
Seien A:J — L(E) und b: J — FE stetig. Die DGL

c(t)=A-c(t)+b(t)

heiflt inhomogene lineare Differentialgleichung. Das
Losungsinterall ist ganz J.

2.4 Lo6sungsraum von homogenen DGL
- Losungsfundamentalsystem

Sei A :J — L(F) stetig, F Banachraum. Angenom-
men ¢, : J — E und ¢, : J — FE sind Loésungen der
DGL

c(t)y=A()c(t)

mit ¢, (0) = u und ¢, (0) =
Sind a,b € R, so ist
ct)=a-c,(t)+b-cy(t)
wieder Losung zum Anfangswert
a-u+b-v

Die Abbildung u +— c¢,, E — C'(J, E) ist linear und
injektiv. Das Bild dieser Abbildung {c,|u € E} heifit
Losungsraum der lin. homogenen DGL. Insbesondere:
ist dimE = n, so ist der Losungsraum n-dimensional.
Ist b1,...,b, Basis von F so ist

cu (t) = akc, (t)
k=1

2 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

die (eindeutige) Losung zum Anfangswert

n
u = E akbk
k=1

Man nennt cq, ..., c; dann auch Léisungsfundamental-
system der homogenen lin. DGL ¢ = Ac.

e Der Real- und Imaginérteil einer Komplexen Lo-
sung sind wieder relle Losungen

e Die Spalten von exp (t - A) bilden ein Fundamen-
talsysten, unabhéngig von der konkreten Basis von

A

2.5 Losungsraum der inhomogenen li-
nearen DGL

Ist £ Banachraum, A : J — L(FE), b: J — E stetig,
inhomogene lin. DGL

¢c=Ac+b

Angenommen ¢ : J — FE ist eine Losung der DGL
c(t)=A@)c(t)+b(t) und e : J — E ist Losung der
homogenen DGL

Dann ist t — (c+ e) (t)eine Losung der inhomogenen
linearen DGL

—_~—
(c+e)=A(t)(c+e)(t)+b(t)

zum Anfangswert e (0) + ¢ (0).

2.6 Allgemeine Losung der inhomoge-
nen linearen DGL

Sei E Banachraum, A : J — L(E), b: J — E sei-
en stetig auf offenen Intervall J C R mit 0 € J. Ist
e : J — FE eine Losung der homogenen lin. DGL
e(t) = A(t)e(t)+b(t), mit Anfangswert e (0) = u € E,
so erhalten wir alle weiteren Losungen zu anderen An-
fangswerten durch Addieren von Losungen der homo-
genen linearen DGL ¢ = Ac.

Insbesondere e (0) = 0 und sind ¢y, . . ., ¢, Fundamen-
talsystem der homogenen DGL, so ist jede Losung der
inhomogenen DGL von der Art

c(t)y=e(t)+ Zakck (t)
k=1

mit ¢ (0) = > _; arbi, wobei by, = ¢ (0).



2.9

Wronski-Determinante

2.7 Variation der Konstanten

Betrachte DGL

c(t) = A(t)c(t) +b(t)

umschreiben in zeitunabhéngiges (homogenes) Vektor-
feld ¢ : ExJ — EXR, {(u,r) = (A(r)u,1). Der
zugehorige Fluss

p:JxExJ — ExR
@t (’U,,T) = ((Pt (U,T),t+7’)

Setze @, (u) = ¢ (u,0), @ : J — L (&), invertierbar.
Definiere die Hilfsfunktion

gilt

h(t) = /Oq>;1b(s) ds

e(0) = 0
ety = A)e(t)+b(t)

Insegsamt ergibt dies

- t _
o (t) = RetA (/ e AR (1) dt + le)
0

Dieses e ist also die Gesuchte spezielle Losung des
inhomogenen Systems.

Strategie zum Losen der inhomogenen DGL ¢ =
Ac+b:
1. Lose homogene DGL, berechne &,

2. Finde spezielle Losung der inhomogenen
DGL z.B. durch Variation der Konstanten

3. Erhalte allgemeine Losung (alle Losungen)

4. aus 1. + 2.

2.8 Aquivalenzen fiir linearen DGL

Sei E Banachraum, A : J — L (E) stetig. Sei X C E.
Dann sind dquivalent:

1.

X ist linear unabhéngig
{cu|lu € X} C C (J,E) ist linear unabhéngig

Fiir alle t € J ist {c¢, (¢) |[u € X} C E linear unab-
héngig

Fiir ein ¢ € J ist {¢, (t) |u € X} C E linear unab-
héngig

2.9 Wronski-Determinante

Betrachte die homogene lineare DGL n-ter Ordnung
Yy (&) an (&) + .- +y () ar (t) +y () ao () =0
mit y : J — R und a, (t) # 0 fiir alle t € J.

Sind y1,...,yn : J — R Losungen dieser DGL, so gilt:

Yl .-, Yn ist linear unabhéngig genau dann, wenn fiir
ein t € J (und damit jedes t € J) die Wronski-
Determinante

Y1 Y2 s Yn

vh Y Yr,

1! 1 1

W(ylay27"'7yn): Y Y2 Yn
+1 +1 +1
AR SRS PRV e

= ( ist.
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