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1 Ringe, K •orper, Anordnung

1.1 Kommutativer Ring

Gegeben sei eine MengeR. Wir nehmen an, es gibt in
R zwei spezielle Elemente, die 0 (Null) und 1 (Eins)
hei�en. Weiter soll es auf R zwei Verkn•upfungen \+"
(plus) und \ � " (mal) geben, die jeweils zwei Elementen
x und y in R neue Elementex + y und x � y in R zu-
ordnen. Wir nennen (R; 0; 1; + ; � ) einen kommutativen
Ring, falls die folgenden Rechenregeln f•ur alle x; y; z in
R gelten.

1. Kommutativgesetze
(K + ) x + y = y + x
(K � ) x � y = y � x

2. Assoziativgesetze
(A+ ) (x + y) + z= x + ( y + z)
(A � ) (x � y) � z= x � (y � z)

3. Distributivgesetze
(D) x � (y + z) = ( x � y) + ( x � z)
(D ) (x + y) � z = ( x � z) + ( y � z)

4. Existens von Neutralelementen
(N+ ) x + 0 = 0 + x = x
(N � ) 1 � x = x � 1 = x

5. Inverses Element
(I + ) zu jedem x gibt es genau einy mit x + y = 0.
Schreibey = � x

� Q; R; Z; sind Beispiele f•ur kommutative Ringe. N
ist kein Ring.

� Falls (K � ) nicht ausdr•ucklich verlangt wird,
spricht man von einemnicht-kommutativen Ring.

1.1.1 Rechenregeln

In einem kommutativen Ring gelten folgende Rechen-
regeln:

� Klammern werden nur geschrieben wenn sie nicht
durch die Assoziativit•at •uber
 •ussig gemacht wer-
den.

� � (� x) = x

� aus x + y = x folgt y = 0

� 0 � x = 0

� (� x) � y = � (x � y) = x � (� y)

1.2 K •orper

Ein kommutativer Ring ( R; 0; 1; + ; � ) hei�t K•orper
wenn gilt:

1. 0 6= 1

2. Inverses Element
(I � ) Ist x 6= 0 so gibt es genau einy in R mit
x � y = 1 = y � x. Schreibey = x � 1 = 1

x = 1 =x

� (F2; + ; � ) mit
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

und
* 0 1
0 0 0
1 0 1

ist der

kleinste m•ogliche K•orper.

� Q; R sind K•orper



6 1 RINGE, K •ORPER, ANORDNUNG

1.3 (Ordnungs-) Relationen

1.3.1 totale Ordnung

Es sei X eine (nichtleere) Menge und \< " sei eine
zweistellige Relation auf X (das hei�t folgendes: f•ur
x; y 2 X gilt entweder \ x < y " oder \nicht y < x ").
Wir nennen \ < " Ordnung oder Anordnung auf X , falls
folgendes f•ur alle x; y; z 2 X gilt:

1. (O1) Entweder x < y oder x = y oder x < y
(genau 1er dieser 3 F•alle)

2. Transitivit •at
(O2) Falls x < y und y < z , so gilt auch x < z

1.3.2 partielle Ordnung

Eine partielle Ordnungsrelation R auf einer MengeM
ist eine Teilmenge vonM � M die die folgenden Eigen-
schaften besitzt:

1. Re
exivit •at
(x; x ) 2 R f•ur alle x 2 M

2. antisymmetrisch
(x; y) 2 R ^ (y; x) 2 R ) x = y

3. transitiv
(x; y) 2 R ^ (y; z) 2 R ) (x; z) 2 R

Wir schreiben anstatt (x; y) 2 R auchx � y und sagen,
dassR auf M eine partielle Ordnung de�niert.

� Nicht alle Elemente m•ussen vergleichbar sein.

1.4 angeordneter Ring / K •orper

Ein Ring oder K•orper (R; + ; � ; 0; 1) hei�t angeord-
neter Ring (entspr. Ring mit 1 aus LA) / K •orper,
falls \ < " eine (totale) Ordnung auf R ist, schreibe
(R; + ; � ; 0; 1; < ) ; falls folgendes f•ur alle x; y; z 2 R gilt:

1. (OR1) Wenn x < y , so auchx + z < y + z

2. (OR2) Wenn x < y und 0 < z , so auchx � z < y � z

� Jeder angeordnete Ring/K•orper hat unendlich vie-
le Elemente

� negativ * negativ = positiv

� negativ * positiv = negativ

� 0 < x 2 falls x 6= 0

� 0 < 1

� Bernoulli'sche Ungleichung:
8n 2 N : 8x � � 1 : (1 + x)n � 1 + nx

Vereinbarungen

1. Schreibex � y falls x < y _ x = y

2. Schreibex > y falls y < x

3. Schreibex � y falls x > y _ x = y

4. x hei�t positiv falls x > 0

5. x hei�t nicht positiv falls x � 0

6. x hei�t negativ falls x < 0

7. x hei�t nicht negativ falls x � 0

1.5 Absolutbetrag

Wir de�nieren den Absolutbetrag (oder Betrag) in ei-
nem angeordneten Ring oder K•orper R durch

jxj =

(
x x � 0
� x x < 0

1. j� xj = jxj � 0

2. jx � yj = jxj � j yj

3. Dreiecksungleichung
jx + yj � j xj + jyj

4. Umgekehrte Dreiecksungleichung
jx � yj � jj xj � j yjj

1.6 Konstruktion von Q aus Z

Die Elemente vonQ sind die ganzzahligen Br•uche der
Form a

b mit a; b 2 Z; b 6= 0. Br •uche werden also durch
Paare ganzer Zahlen beschrieben, allerdings nicht ein-
deutig. Setze X = f (a; b) ja; b2 Z ^ b 6= 0 g die Men-
ge aller Paare ganzer Zahlen (a; b) mit b 6= 0. Das
Paar (a; b)soll den Bruch a

b darstellen. Wir nennen
zwei Paare (a; b) und (a0; b0) •aquivalent, falls ab0 = a0b
((a; b) � (a0; b0)). Wir identi�zieren •aquivalente Paare
miteinander und schreiben a

b f•ur die Menge aller Paare
(a0; b0) mit ab0 = a0b. Wir de�nieren die Rechenregeln
wie folgt auf Q = X= � :

1. Addition

a1

b1
+

a2

b2
=

a1b2 + a2b1

b1b2

2. Multiplikation

a1

b1
�

a2

b2
=

a1 � a2

b1 � b2

� Aus Ringen lassen sich K•orper \basteln", das
macht man in der Algebra. Stichwort \lokalisieren
von Ringen".
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1.7 Konstruktion von Z aus N

Ganz •ahnlich wie die Konstruktion von Q aus Z
durch •Aquivalenzklassen von Paaren. SetzeY =
f (m; n) jm; n 2 Ng. Das Paar (m; n) soll die ganze Zahl
\ m � n" kodieren. Wir nennen zwei Paare (m; n) und
(m0; n0) •aquivalent (� ), falls m + n0 = m0 + n. Die
entsprechenden•Aquivalenzklassen von Paaren sind die
ganzen ZahlenZ = N2= � . Schreibem� n f•ur die durch
(m; n) kodierte Zahl. Es gelten folgende Rechenregeln:

1. Addition

(m 1 � n 1 )+( m 2 � n 2 )=( m 1 + m 2 ) � (n 1 + n 2 )

2. Multiplikation

(m 1 � n 1 ) � (m 2 � n 2 )=( m 1 m 2 + n 1 n 2 ) � (m 1 n 2 + m 2 n 1 )

1.8 Die Komplexen Zahlen C

Wir konstruieren den K•orper C der komplexen Zahlen
wie folgt:

C = f (x; y) jx; y 2 Rg

Wir stellen uns eine komplexe Zahlz = ( x; y) als Punkt
in der Ebene vor. Wir de�nieren Verkn •upfungen + und
� auf C wie folgt:

1. Addition

(x1; y1) + ( x2; y2) = ( x1 + x2; y1 + y2)

2. Multiplikation

(x1; y1) � (x2; y2) = ( x1x2 � y1y2; x1y2 + x2y1)

� Einselement (1; 0)

� Nullelement (0; 0)

� Inverses Element zu (x; y)�
x

x 2 + y 2 ; � y
x 2 + y 2

�

1
z = �z

j zj 2

� Identi�ziere Teilmenge f (x; 0) jx 2 Rg � C mit R

� schreibei = (0 ; 1)

� i 2 = � 1

� schreibe statt z = ( x; y) nun z = x + iy

� hiermit lassen sich die Rechenregeln leichter
merken

� Realteil
< (x + iy ) = Re ( x + iy ) = x

� Imagin•arteil
= (x + iy ) = Im ( x + iy ) = y

� Komplex konjungiert
wenn z = x + iy dann �z = x � iy

� ��z = z

� �z = z , y = 0 , z 2 R

� z � �z = x2 + y2 � 0

� Betrag oder Norm von einer komplexen Zahl
jzj =

p
z � �z =

p
x2 + y2

2 Mengen, nat •urliche Zahlen,
Induktion

2.1 Mengen

In der Sprache der Mengenlehre gibt es nur ein funda-
mentales Zeichen:2

� 2 \ist Element von"

� x 2 y \ x ist Element von y"

� x =2 y \ x ist nicht Element von y"

Vereinbarung: schreibeA � X (A ist Teilmenge von
X ) falls f•ur jedes a 2 A gilt a 2 X .

Mengen werden nach bestimmten Spielregeln gebaut,
den Zermelo-Fraenkel-Axiomen (ZFC (c wie choice)):

1. (Ex ) Es gibt Mengen

2. (Ext ) Zwei Mengen sind gleich, falls sie die glei-
chen Elemente haben:X � Y ^ Y � X ) X = Y

3. (Aus) Ist X eine Menge, ' eine Formel (Be-
dingung), so ist f x 2 X j' (x) gilt g ebenfalls eine
Menge (eine Teilmenge vonX ).

� Die leere Mengeist de�niert durch ; = fg :=
f x 2 X jx 6= xg

� Der Durchschnitt (Schnittmenge) X \ Y =
f x 2 X jx 2 Y g

� Disjunkt hei�en zwei Mengen, wennX \ Y =
;

� Das Komplement X nY = X � Y =
f x 2 X jx =2 Y g

� Die symmetrische Di�erenz A4 B = AnB [
B nA

4. (P aar) Sind X; Y Mengen, dann gibt es eine Men-
ge Z , deren Elemente genauX und Y sind. (ent-
sprechend mit mehr als 2 Mengen)

5. (V er) Ist X eine Menge, so gibt es eine MengeZ ,
deren Elemente genau die Elemente der Elemente
von X sind, Z =

S
X = f zj9x 2 X : z 2 xg

� Die Vereinigung von zwei Mengen l•asst sich
auch so schreiben:X [ Y =

S
f X; Y g
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� F•ur die Vereinigung von disjunkten Mengen
X; Y schreibe auchX _[ Y

6. (P ot) Ist X eine Menge, so gibt es eine Menge,
deren Elemente genau die Teilmengen vonX sind,
die PotenzmengeP (X ) = f Y jY � X g.

� ; 2 P (X )

� X 2 P (X )

� P (; ) = f;g

� Ist X endlich mit n Elementen, so hat die
Potenzmenge 2n Elemente

� Ist X endlich mit n Elementen, so gibt es ge-
nau

� n
k

�
k-elementige Mengen in der Potenz-

menge vonX (bzw. k-elementige Teilmengen
in X )

7. (F und) Es gibt keine bodenlosenMengen. Ist X
eine nichtleere Menge, so gibt es einY 2 X mit
X \ Y = ;

� f•ur keine MengeX kann gelten X 2 X

� Die \Russelmenge" R = f M jM =2 M g ist
nach den Axiomen keine Menge.

8. (Inf ) Es gibt unendliche Mengen.

9. (Ers ) Ist ' (x; y) eine Formel, die einer Mengex
eine neue Mengey zuordnet, und ist X eine Men-
ge, so ist auchf yjx 2 X ^ ' (x; y)g eine Menge.

10. (Choice) Ist X eine nichtleere Menge mit der Ei-
genschaft, dass alle Elemente vonX disjunkt sind,
so gibt es eine MengeZ , die mit jedem Element
von X genau ein Element gemeinsam hat. (Teil-
weise umstrittenes Axiom)

2.1.1 Rechenregeln f •ur Mengen

� Komplementbildung
Sei A � M dann ist Ac = M nA

� Distributivgesetz
A \ (B [ C) = ( A \ B ) [ (A \ C)
A [ (B \ C) = ( A [ B ) \ (A [ C)

� de Morgan'sch Regel
(A [ B )c = Ac \ B c

(A \ B )c = Ac [ B c

2.1.2 Paare

Ein geordnetes Paar(x; y) hat eine erste Komponente
x und eine zweite Komponentey. In der Sprache der
Mengenlehre setzt man (x; y) = ff xg ; f x; ygg. Es gilt
(x; y) = ( x0; y0) genau dann, wennx = x0 und y = y0.

Das kartesische ProduktX � Y zweier MengenX; Y
ist f (x; y) jx 2 X ^ y 2 Y g. Ist X = Y schreibt man
X � X = X 2 = f (x1; x2) jx1; x2 2 X g. Dieses l•asst sich
Iterrieren zu Produkten ( : : : (X 1 � X 2) � : : :) � X n . Die

Klammern sind nicht wichtig, wir lassen sie weg. Ist
X = X 1 = : : : = X n , schreiben wirX n = X � : : : � X| {z }

n � mal

.

Die Elemente dieser Menge hei�enn-Tupel.

2.1.3 Intervalle

Sei a; b2 R; a � b.

Die Menge [a; b] = f x 2 Rja � x � bg hei�t abgeschlos-
senes endliches Intervall(abgeschlossenes beschr•anktes
Inervall ).

Die Menge (a; b) = f x 2 Rja < x < b g hei�t o�enes
endliches Intervall.

� andere Schreibweise auch geb•auchlich: (a; b) =
]a; b[

2.1.4 " -Umgebung

F•ur " > 0 hei�t die Menge U" (x) = ( x � "; x + " ) " -
Umgebung vonx.

2.1.5 o�ene Menge

Eine MengeX hei�t o�en , falls es zu jedem Punktx 2
X eine"-UmgebungU" (x) gibt, welche ganz inX liegt.
Mit Qantoren:

8x 2 X 9" > 0 : U" (x) � X

� R; ; ; (a; b) ; (a; b) [ (c; d) sind o�ene Mengen

� N; Z; Q; [a; b] sind nicht o�en

2.2 Nachfolgerstruktur (Konstruktion
von N)

Eine MengeN mit einer Abbildung � : N ! N (� hei-
�e Nachfolgerabbildung) hei�t Nachfolgerstruktur, falls
sie diePeano-Axiome erf•ullt:

1. (P1) Es gibt ein Element o 2 N , so dass8x 2 N :
� (x) 6= o

2. (P2) Aus � (x) = � (y) folgt x = y (� ist injektiv)

3. (P3) Ist X � N eine Teilmenge, und gilt o 2 X ,
und folgt aus x 2 X ) � (x) 2 X (d.h. X ist ab-
geschlossen unter der Nachfolgerfunktion) so gilt
X = N .

� (P3) ist das Axiom der vollst•andigen Induktion.

� Es gibt genau eine Nachfolgerstruktur mit (N; s)
mit o = ; und s (x) = x [ f xg

� Ist ( N; � ) eine Nachfolgerstruktur, dann gibt es
genau eine bijektive Abbildung ' : N ! N mit
' (; ) = o, s (x) = x [ f xg und ' (s (x)) = � (' (x))
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� Addition:
o + o = o
o + x = x = x + o
� (x) + y = � (x + y)

� Multiplikation:
o � o = o
o � x = o = x � o
� (x) � y = x � y + y

� Bei dieser Kodierung der nat•urlichen Zahlen gilt:
n < m , n 2 m

2.2.1 Vollst •andige Induktion

Das Peano-Axiom (P3) sagt: ist ' eine Aussage•uber
nat•urliche Zahlen und gilt:

1. ' (0) ist wahr

2. ' (n) ) ' (n + 1)

dann ist ' (m) wahr f•ur alle m 2 N.

2.3 Relationen

Relationen sind Eigenschaften von Elementen von
Mengen bzw. vonn-Tupeln. Sie sind entweder erf•ullt
oder nicht erf•ullt. Diese Eigenschaft wird repr•asentiert
durch das Element sein in einer entsprechenden Teil-
menge oder nicht Element sein.

2.3.1 Einstellige Relationen

Eine einstellige Relation einer MengeX ist eine Teil-
mengeR � X , schreibeR (x) f•ur x 2 R.

2.3.2 zweistellige Relationen

Eine TeilmengeR � X � Y hei�t zweistellige Relation.
SchreibexRy falls (x; y) 2 R.

Eine zeistellige RelationR � X 2 hei�t

re
exiv falls 8x 2 X : xRx

symmetrisch falls xRy ) yRx

transitiv falls xRy ^ yRz ) xRz

•Aquivalenzrelation falls sie re
exiv, symmetrisch
und transitiv ist.

� Die Menge [x] = [ x]R = f y 2 X jxRyg hei�t •Aqui-
valentzklassevon x. SetzeX=R = f [x]R jx 2 X g,
gesprochen \X mod R", ist die Menge aller •Aqui-
valenzklassen.

Ordnungsrelationen siehe1.3 auf Seite6

2.3.3 n-stellige Relationen

Eine TeilmengeR � X 1 � : : : � xn hei�t n-stellige Re-
lation. Schreibe R (x1; : : : ; xn ) falls (x1; : : : ; xn ) 2 R.

2.4 Abbildungen

Eine Relation f � Y � X hei�t Abbildung oder Funk-
tion falls es zu jedemx 2 X genau einy 2 Y gibt mit
(y; x) 2 f . Schreibef (x) = y falls yfx . Schreibe daf•ur
kurz

f : X ! Y

x 7! y = f (x)

� Ist f : X ! Y eine Abbildung, und ist A � X , so
ist f (A) = f f (a) ja 2 Ag � Y das f -Bild von A.
Ist B � Y , so ist f � 1 (B ) = f x 2 X jf (x) 2 B g �
X das f -Urbild von B .

� Seif : X ! Y eine Abbildung. F•ur A � X de�nie-
re f jA : A ! Y mit a 7! f (a) die Einschr•ankung
von f auf A.

� Es gilt f •ur B1; B2 � Y
f � 1 (B1) \ f � 1 (B2) = f � 1 (B1 \ B2)
f � 1 (B1) [ f � 1 (B2) = f � 1 (B1 [ B2)
f � 1

�
B C

1

�
=

�
f � 1 (B1)

� C

2.4.1 Familie

Eine Famile k ist eine Funktion die

n 7! kn

n ist dabei ein Element aus der Indexmenge, die alle
m•oglichen kn sozusagen durchindiziert.

2.4.2 Komposition

Sind R � Z � Y und S � Y � X Relatio-
nen, setze R � S � Z � X durch R � S =
f (z; x) 2 Z � X j9y 2 Y : zRy ^ ySxg.

Speziell: sindf : Y ! Z und g : X ! Y Abbildungen,
so ist f � g die Abbildung x 7! f (g (x)), lies \ f nach
g".

� Kompositionen sind assoziativ, d.h. es muss nicht
geklammert werden.

2.4.3 injektiv, surjektiv, bijektiv

Eine Abbildung f : X ! Y hei�t:

surjektiv falls es zu jedemy 2 Y ein x 2 X mit
f (x) = y gibt

� 9 g : Y ! X : f � g = idY
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injektiv falls f (x) = f (y) ) x = y bzw. x 6= y )
f (x) 6= f (y)

� 9 g : Y ! X : g � f = idX

� Verkn•upfung von injektiven Funktionen ist
wieder injektiv

bijektiv falls sie surjektiv und injektiv ist, d.h. falls es
zu jedemy 2 Y genau einx 2 X gibt mit f (x) = y

� 9 g : Y ! X : f � g = idY ^ g � f = idX

2.5 Kombinatorik

2.5.1 Anzahl Elemente in einer Menge

F•ur die Anzahl der Elemente einer MengeA schreibe
kurz: n = # A = card ( A) (bzw. n = jAj)

2.5.2 Fakult •at und Binomialkoe�zient

Wir schreiben f•ur die Zahl n dessenFakult•at mit n!.
Wir de�nieren 0! = 1 und ( n + 1)! = ( n + 1) n! = 1 �
2 � : : : � (n + 1).

Der Binomialkoe�zient
� n

k

�
= n !

k !( n � k )! , lies n •uber k,
ist de�niert f •ur alle 0 � k � n.

� ergibt im gesamten De�nitionsbereich nat•urliche
Zahlen

� n! =
Q n

i =1 i

�
� n

k

�
+

�
n

k+1

�
=

�
n +1
k+1

�
f•ur 0 � k < n

�
P n

k=0

� n
k

�
= 2 n

�
� n

k

�
=

�
n

n � k

�

� 2n � n! f•ur n > 3

� n! � nn

2.5.3 Summen / Produktsymbol

Sind ai ; ai +1 ; : : : ; an Elemente eines Ringes. Dann setze
das Summensymbolwie folgt:

nX

l = i

al = ai + ai +1 + : : : + an

Sind sie sogar Elemente eines kommutativen Ringes
setzen wir dasProduktsymbol wie folgt:

nY

l = i

al = ai � ai +1 � : : : � an

� Diese Zeichen binden•ahnlich wie das Integralzei-
chen solange, wie nur Multiplikationen vorgenom-
men werden.

� n! =
Q n

k=1 k

2.5.4 Eigenschaften von Teilmengen

Sei X eine n-elementige endliche Menge. Dann besitzt
X genau 2n Teilmengen. Darunter sind genau

� n
k

�
k-

elementige Teilmengen.

2.5.5 Binomische Formel

Sind a; b Elemente eines kommutativen Ringes, so gilt:

(a + b)n =
nX

k=0

� n
k

�
an � k bk

2.5.6 Geometische Summe

Sei K ein K•orper, q 2 K und q 6= 1. Dann gilt:

nX

k=0

qk =
1 � qn +1

1 � q

2.5.7 Wichtige Summen / Reihen

�
nX

k=1

k =
n (n + 1)

2

�
nX

k=1

k2 =
n (n + 1) (2 n + 1)

6

�
nX

k=1

1
k (k + 1)

=
n

n + 1
= 1 �

1
n + 1

2.5.8 Fast alle

Eine Aussage gilt f•ur fast allenat•urlichen Zahlen, wenn
sie nur endlich viele Ausnahmen hat.

3 Die reellen Zahlen

3.1 Schranken

3.1.1 Schranken / Mini- & Maxima

Es sei (X; < ) eine geordnete Menge und seiA � X . Ein
Element x 2 X hei�t obere Schranke(untere Schranke)
f•ur A, falls f•ur alle a 2 A gilt a � x (bzw. a � x). Falls
es a0 2 A gibt, das obere Schranke (untere Schranke)
ist, so hei�t a0 Maximum (Minimum ) von A).

� eine Menge kann im allgemeinen mehrere odere /
untere Schranken haben, aber h•ochstens ein Mini-
mum / Maximum

� das Minimum / Maximum muss nicht existieren
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3.1.2 Supremum / In�mum

Eine kleinste (gr•o�te) obere (untere) Schranke hei�t
Supremum(In�mum ) f•ur A, schreibex = sup ( A) (x =
inf (A)).

Eine geordnete Menge (X; < ) hat Supremumseigen-
schaft, falls jede Teilmenge A � X die eine obere
Schranke hat, auch ein Supremum besitzt.

� falls A ein Minimum (Maximum) hat, ist dies auch
das In�mum (Maximum)

� Q hat die nicht Supremumseigenschaft

� N; Z; R haben die Supremumseigenschaft

� Jeder angeordnete Ring / K•orper der die Supre-
mumseigenschaft hat, ist auch archimedisch.

3.1.3 Archimedisch

Ein angeordneter kommutativer Ring oder K•orper R
ist archimedisch, falls es zu jedem Elementr 2 R ein
n 2 N gibt mit n � 1 = 1 + 1 + : : : + 1| {z }

n � mal

� r .

� Ist R ein archimedischer geordneter K•orper, und
ist " > 0, so gibt es einn 2 Nn f 0g mit 1

n < "

� Z; Q sind archimedisch

� es gibt viele K•orper, die nicht archimedisch sind,
z.B. die nicht-Standard-Zahlen

3.1.4 Die reellen Zahlen R

Es gibt angeordnete K•orper mit der Supremumseigen-
schaft. Je zwei solcher K•orper sind kanonisch isomorph
(es gibt genau einen Isomorphismus zwischen ihnen).
Ein solcher K•orper ist R.

3.2 Folgen

3.2.1 Folge

Es seiI � N eine unendliche Menge nat•urlicher Zahlen.
Eine (reelle) Folge ist eine Abbildung c : I ! R; i 7!
c(i ) = ci . I ist die Indexmengeder Folge, die Zahlenci

hei�en Folgenglieder der Folge. Schreibe auch (ci ) i 2 I .

� ci = r ist eine konstante Folge

3.2.2 Konvergenz

Eine Folge (ci ) i 2 I konvergiert gegen eine Zahlr , falls es
zu jedem " > 0 ein n 2 N gibt, so dassjcl � r j � " f•ur
alle l 2 I mit l � n gilt. Mit Quantoren ausgedr •uckt:

lim i 2 I ci = r ,

8" 2 R;"> 0:9n 2 N:8l 2 I;l � n :jcl � r j� "

F•ur diesenGrenzwert r schreiben wir

lim
i 2 I

ci = r

Eine Folge mit dem Grenzwert 0 nennen wirNullfolge.

� Wenn eine Folge konvergiert, nennt man siekon-
vergent, anderenfallsdivergent.

� Eine Folge konvergiert gegen h•ochstens eine Zahl

� F•ur Grenzwert auch andere Schreibweisen ge-
br•auchlich: lim i !1 ci = r

� Umformulierung des Satzes: limi 2 I ci = r , 9 k 2
R : 8" 2 R; " > 0 : 9n 2 N : 8l � n : jcl � r j � k"

� Jeder Grenzwert ist ein H•aufungspunkt

3.2.3 Beschr •ankt

Eine Folge (ci ) i 2 I hei�t beschr•ankt, falls es Zahlen
k; K 2 R gibt mit k � ci � K f•ur alle i 2 I . •Aqui-
valent dazu: Es gibt ein l 2 R mit jci j � l f•ur alle
i 2 I .

Jede konvergente Folge ist beschr•ankt.

3.2.4 Monotonie

Eine Folge (ci ) i 2 I hei�t

� monoton wachsend fallsci � cj

� streng monoton wachsend fallsci < c j

� monoton fallend falls ci � cj

� streng monoton fallend fallsci > c j

f•ur alle i < j gilt.

Ist die Folge (ci ) i 2 I monoton wachsend (fallend) und
beschr•ankt, dann konvergiert sie.

� Bei monoton wachsenden konvergenten Folgen gilt
lim i 2 I ci = sup f ci ji 2 I g

� Bei monoton fallenden konvergenten Folgen gilt
lim i 2 I ci = inf f ci ji 2 I g
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3.2.5 Kombination von Folgen

Seien (an )n 2 I und (bn )n 2 I konvergent mit lim n 2 I an =
a und lim n 2 I bn = b. Betrachte die Summenfol-
ge(an + bn )n 2 I und Produktfolge (an bn )n 2 I . Es gilt

lim
n 2 I

(an + bn ) = a + b

lim
i 2 I

(an bn ) = ab

Falls a 6= 0 6= an f•ur alle n 2 I gilt, folgt

lim
n 2 I

�
1
an

�
=

1
a

� Die Menge der konvergenten FolgenF bildet einen
Vektorraum. Die Grenzwertbildung ist ein lineares
Funktional auf F , das heist, dass lim :F ! R eine
lineare Abbildung ist.

3.2.6 H •aufungspunkt

Eine Zahl r hei�t H•aufungspunkt der Folge (cn )n 2 I ,
falls f•ur jedes " > 0 die Menge f n 2 I j jcn � r j � "g
unendlich ist.

� Jeder Grenzwert ist ein H•aufungspunkt

� Eine konvergente Folge hat genau einen H•aufungs-
punkt, n •amlich ihren Grenzwert.

� Eine Zahl r ist H•aufungspunkt der Folge (ci ) i 2 I
genau dann, wenn es eine Teilfolge gibt, die gegen
r konvergiert.

3.2.7 Teilfolge

Ist ( ci ) i 2 I eine Folge, und istJ � I unendlich, so hei�t
die Folge (cj ) j 2 J Teilfolge der ursp•unglichen Folge.

3.2.8 Satz von Bolzano - Weierstrass

Jede beschr•ankte Folge auf einem Ring / K•orper der die
Supremumseigenschaft erf•ullt (z.B. R) hat mindestens
einen H•aufungspunkt.

� Jede beschr•ankte Folge hat eine konvergente Teil-
folge

3.2.9 Gr •o�ter / Kleinster H •aufungspunkt

Der gr•o�te H •aufungspunkt der beschr•ankten Folge
(cn )n 2 I nennt man Limes superior:

lim sup
i 2 I

ci = lim i 2 I ci

Der kleinste H•aufungspunkt hei�t Limes inferior :

lim inf
i 2 I

ci = lim i 2 I ci

� Eine konvergente Folge hat genau einen H•aufungs-
punkt.

lim
i 2 I

ci ) lim inf
i 2 I

ci = lim sup
i 2 I

ci

3.2.10 Wichtige Folgen

Harmonische Folge
�

1
n

�
n 2 N limn

1
n = 0

Konstante Folge (k) i 2 N limn k = k

geometrische Folge
�
qk

�
k2 N

^ j qj < 1 limn qk = 0

3.3 Konstruktion von R

3.3.1 Ideal

Ist R ein (kommutativer) Ring, I � R eine nichtleere
Teilmenge mit

1. x; y 2 I ) x + y 2 I

2. x 2 I ^ y 2 R ) x � y 2 I

dann hei�t I Ideal in R.

Dann ist der Faktorring R=I = f r + I jr 2 Rg mit r +
I = f r + i ji 2 I g mit den Verkn •upfungen

1. (r + I ) + ( s + I ) = ( r + s) + I

2. (r + I ) � (s + I ) = r � s + I

3. Nullelement
0 = I

4. Einselement
1 = 1 + I

wieder ein Ring.

� Hiermit lassen sich inR •Aquivalenzklassen bilden,
mit der Eigenschaft [r ] = f r + i ji 2 I g

3.3.2 Ring der Cauchy-Folgen

Setze ~q = ( q)n 2 N = ( q; q; q; : : :). Sei R =
CF (Q) = f Cauchy-Folgen in Qg und I = NF (Q) =
f Nullfolgen in Qg mit den Verkn •upfungen

1. (an )n 2 N + ( bn )n 2 N = ( an + bn )n 2 N

2. (an )n 2 N � (bn )n 2 N = ( an � bn )n 2 N

3. Einselement 1 =~1

4. Nullelement 0 = ~0

I ist ein Ideal. Also ist R=I = R ein Ring.

� Reelle Zahlen sind also •Aquivalenzklassen von
Cauchy Folgen (bis auf Addition von Nullfolgen
verschieden).

� Dieses Konzept nennt sich Vervollst•andigung eines
metrischen Raumes
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3.3.3 R ist K •orper

R ist ein K•orper, d.h. wir k•onnen dividieren.

Sei x 2 R, x 6= 0 gesucht: y 2 R mit x � y = 1. Es
gilt, dass x = ( xn )n 2 N + I 6= I d.h. (xn )n 2 N ist keine
Nullfolge. Insbesondere istxn 6= 0 f •ur fast alle n. Setze

yn =

(
0 falls xn = 0

1
x n

sonst
. Dann ist xn � yn = 1 f •ur fast

alle n. Also ist diese (yn )n 2 N das gesuchte Inverse zu
x.

3.3.4 Anordnung auf R

Sei
X = f r 2 CF (Q) jEs gibt " > 0;

so dassrn � " f•ur fast alle n 2 N gilt g

Dann gilt
CF (Q) = � X _[ I _[ X

Seien P � R die positiven reellen Zahlen. P =
f r + I jr 2 X g. Damit gilt

R = � P _[ f 0g _[ P

und X � X � X , X + X � X , X + I � X . Also auch
P � P � P und P + P � P.

Wir de�nieren eine Ordnung \ < "auf R durch: x < y ,
y � x 2 P. Dann ist R ein angeordneter K•orper und es
gelten die Eigenschaften aus1.4 auf Seite 6.

3.3.5 Supremumsnorm / Archimedisch

R ist archimedisch, d.h f•ur jedes r 2 R l•asst sich ein
n 2 N �nden, so dass~n � r gilt.

R hat die Supremumseigenschaft, d.h. jede beschr•ankte
TeilmengeA von R hat auch eine kleinste obere Schran-
ke. Zu jedem n 2 N �ndet man eine obere Schranke
qn 2 Q f•ur A mit jqn � aj � 1

n f•ur ein a 2 A. Dann bil-
den dieqn eine rationale Cauchy-Folge, und (qn )n 2 N+ I
ist die kleinste obere Schranke f•ur A, das gesuchte Su-
premum.

3.3.6 Eindeutigkeit von R

Ist R ein angeordneter K•orper mit der Supremums-
eigenschaft, dann gibt esgenau einen Isomorphismus
' : R ! R. Dieser ist wie folgt de�niert.

1. ' (n � 1) = n � I R

2. '
�

1
n

�
= 1

n ' (1) = 1
n I R

3. '
�

p
q

�
= p'

�
1
q

�

4. F•ur r 2 R sei A r = f q 2 Qjq � r g, dann ist r =
sup (A r ). Setze' (r ) = sup ( ' (A r ))

In R gilt: P =
�

r 2 jr 2 Rn f 0g
	

, die Anordnung von
R ist algebraisch bestimmt. Deshalb muss man' so
konstruieren, es gibt keinen anderen Isomorphismus.

4 Cauchy Folgen und Reihen

4.1 Cauchy Folgen

4.1.1 De�nition

Sei R ein angeordneter Ring oder K•orper (z.B. R =
Z; Q; R). Eine Folge (ci ) i 2 I in R hei�t Cauchy-Folge
oder Fundamentalfolge falls es zu jedem" 2 R mit
" > 0 ein n 2 N gibt, so dassjcl � cm j � " f•ur alle
l; m � n.

80 < " 2 R : 9n 2 N : 8l; m � n : jcl � cm j � "

� Eine Folge in R (bzw. einem K•orper mit der Su-
premumseigenschaft) ist genau dann konvergent,
wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

� Cauchy Folgen sind immer beschr•ankt.

4.1.2 Vollst •andig

Der angeordnete Ring / K•orper hei�t (folgen-) voll-
st•andig, wennjede Cauchy-Folge inR auch konvergent
ist.

� Wenn R die Supremumseigenschaft hat, istR auch
vollst•andig.

� Z; R sind vollst•andig

� Q ist nicht vollst•andig

4.2 Reihen

4.2.1 De�nition

Es sei (an )n 2 N eine Folge. Setzesk =
P k

i =0 ai . Die-
se neue Folge (sk )k2 N hei�t Partialsummenfolge oder
unendliche Reihe, schreibe (sk )k2 N =

P 1
n =0 an . Falls

diese Folge (sk )k2 N konvergiert, spricht mann von ei-
ner konvergenten Reihe, ansonsten von einerdivergen-
ten Reihe. F•ur den Grenzwert s = lim k sk schreibe
lim k sk =

P 1
n =0 an .

� Das Symbol
P 1

n =0 an hat also mehrere Bedeutun-
gen, den Grenzwert der Reihe und die Reihe sel-
ber.

4.2.2 Cauchy Konvergenzkriterium f •ur Reihen

Eine Reihe
P 1

k=0 ak konvergiert genau dann, wenn die
Folge (sn )n 2 N ihrer Partialsummen eine Cauchy-Folge
ist. D.h. die Reihe konvergiert genau dann, wenn es zu
jedem " > 0 ein n 2 N gibt, so dassj

P m
k= l ak j � " f•ur

alle n � l � m. Mit Quantoren:
P 1

k=0 ak ist konvergent
,

8" > 0 : 9n 2 N : 8n � l � m :

�
�
�
�
�

mX

k= l

ak

�
�
�
�
�

� "

� Insbesondere muss (ak )k2 N eine Nullfolge sein,
wenn die Reihe konvergieren soll.
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4.2.3 Leibnizkriterium

Ist ( ak )k2 N eine streng monoton fallende Nullfolge.
Dann konvergiert die Reihe

1X

k=0

(� 1)k ak

4.2.4 Absolute Konvergenz

Eine Reihe
P 1

k=0 ak konvergiert absolut, falls die ReiheP 1
k=0 jak j konvergiert. Jede absolut konvergente Reihe

konvergiert.

4.2.5 Gleiches Konvergenzverhalten

Sind (ak )k2 N und (bk )k2 N Folgen, und gilt ak = bk

f•ur fast alle k 2 N, so haben die beiden Folgen
(ak )k2 N,(bk )k2 N und die beiden Reihen

P 1
k=0 ak undP 1

k=0 bk das gleiche Konvergenzverhalten

� die Grenzwerte der Reihen k•onnen verschieden
sein

� die Grenzwerte der Folgen sind gleich

4.2.6 Majorantenkriterium

Sind
P 1

k=0 ak und
P 1

k=0 bk Reihen mit jak j � j bk j
f•ur fast alle k, und wenn

P 1
k=0 bk absolut konvergiert,

dann konvergiert auch
P 1

k=0 ak absolut.

� Analog Minorantenkriterium um zu zeigen, dass
eine Reihe nicht konvergiert

4.2.7 Quotientenkriterium

Ist
P 1

k=0 ak eine Reihe, und gibt es � 2 R mit
0 � � < 1 so dass f•ur fast alle k gilt jak+1 j �
� jak j. Dann konvergiert die Reihe absolut. Ist jedochn

k 2 Nj
�
�
� ak +1

ak

�
�
� � 1

o
eine unendliche Menge divergiert

die Reihe. Ansonsten lassen sich keine Aussagen ma-
chen.

� Das � muss fest gew•ahlt werden f•ur alle k

� oft auch so geschrieben:

90 � � < 1; � 2 R : 8k 2 N :
�
�
� ak +1

ak

�
�
� � � )

P 1
k=0 ak konvergiert absolut

� Falls der folgende Grenzwert existiert, muss zu-
s•atzlich gelten:

lim supk

�
�
� ak +1

ak

�
�
� < 1

4.2.8 Wurzelkriterium

Gibt es ein � 2 R mit � < 1 so, dass n
p

jan j � �
f•ur fast alle n, dann konvergiert die Reihe

P 1
k=0 ak

absolut.

9� < 1; � 2 R : 8n 2 N : n
p

jan j � �

Falls f•ur fast alle n n
p

jan j � 1 ist, divergiert die Reihe.

� F•ur sowohl unendlich viele kleinere, als auch gr•o-
�ere Glieder l•asst sich keine allgemeine Aussage
machen.

4.2.9 Verdichtungssatz von Cauchy

Sei (an )n eine positive, monoton fallende Folge. Dann
gilt:

1X

n =1

an konvergent ,
1X

n =1

2n a2n konvergent

4.2.10 Addition von Reihen

Sind
P 1

k=0 ak und
P 1

k=0 bk konvergent, so auchP 1
k=0 (ak + bk ), mit dem Grenzwert

P 1
k=0 ak +P 1

k=0 bk =
P 1

k=0 (ak + bk ).

4.2.11 Cauchy-Produkt

Sind
P 1

k=0 ak und
P 1

k=0 bk Reihen, de�nieren wir ihr
Cauchy-Produkt

P 1
k=0 ck durch ck =

P k
l =0 al bk � l .

Sind
P 1

k=0 ak und
P 1

k=0 bk absolut konvergent, dann
ist ihr Cauch-Produkt ebenfalls absolut konvergent und
im Grenzwert gilt:

P 1
k=0 ck = (

P 1
k=0 ak ) (

P 1
k=0 bk ).

� Entspricht dem Ausmultiplizieren von zwei ge-
klammerten Summentermen.

4.2.12 Funktionalgleichung der Exponential-
funktion / Logarithmus

exp (x) = ex =
1X

k=0

1
k!

xk

� exp : R ! R> 0

� exp (0) = 1

� exp (� x) = 1
exp( x )

� exp (x + y) = exp ( x) � exp (y)

� exp (x) ist stetig und streng monoton wachsend

� Umkehrfunktion: nat •urlicher Logarithmus

� ln : R> 0 ! R
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� ist stetig und streng monoton steigend

� exp (ln (x)) = id jR> 0

� ln (exp (x)) = id jR
� ln (1) = 0

� ln (x) + ln ( y) = ln ( x � y)

Die exp-Funktion und der nat•urliche Logarithmus sind
Gruppenisomorphismen. Sie transformieren von einer
kommutativen Gruppe in eine andere.

(R; + ; 0) $ (R> 0; �; 1)

4.2.13 Wichtige Reihen

geometrische Reihe jxj < 1 )
P 1

k=0 xk = 1
1� x

� Ist innerhalb ihres Konvergenzradius stetig.

� j xj < 1 )
P 1

k=0 (n + 1) xn = 1
(1 � x )2

harmonische Reihe
P 1

k=1
1
k ist divergent.

alternierende harmonische ReiheP 1
k=1 (� 1)k 1

k = ln 2

Exponentialreihe
P 1

k=0
1
k! x

k = exp ( x) = ex

�
P 1

k=0
1
k! = e

� siehe4.2.12auf der vorherigen Seite

Sonstige

�
P 1

k=1
1

k 2 = � 2

6

5 Reelle Funktionen

5.1 Stetigkeit

5.1.1 De�nition

Sei A � R. Eine Folge von Elementen (an )n 2 I von
Elementen ausA konvergiert in A, falls sie gegen ein
Element a 2 A konvergiert.

Es sei f : A ! R eine Abbildung. Wir sagen f ist
stetig im Punkt a 2 A, falls folgendes gilt: F•ur je-
de Folge (an )n 2 I , die in A gegena konvergiert, gilt
lim n 2 I f (an ) = f (a).

•Aquivalent dazu ist

8a2 A :8"> 0:9�> 0:U� (a) � U" ( f (a))

Falls f in jedem Punkt a 2 A stetig ist, hei�t f stetig.

� Bei stetigen Funktionen gilt:
f (lim n an ) = lim n f (an )

� Eine Funktion f : [a; b] ! R ist stetig genau dann,
wenn man \ihr Schaubild ohne Abzusetzen zeich-
nen kann".

5.1.2 Reelle Algebren

F•ur A � R seiRA die Menge aller AbbildungenA ! R.
F•ur f; g 2 RA und r 2 R schreibe

1. f + g : x 7! f (x) + g (x)

2. f � g : x 7! f (x) � g (x)

3. r � f : x 7! r � f (x)

Mit 1. und 3. ist RA ein reeller Vektorraum, die Vekto-
ren sind Funktionen. Mit 1. und 2. ist RA ein kommu-
tativer Ring (das Einselement ist die Funktion x 7! 1).
Beides zusammen sagt, dassRA eine (kommutative und
assoziative)reelle Algebraist.

5.1.3 stetige Funktionen

Sei A � R, und sei C (A; R) die Menge aller stetigen
Funktionen auf A.

C (A; R) =
�

f 2 RA jf ist stetig
	

C (A; R) ist eine reelle Algebra.

5.1.4 gleichm •a�ig stetig

Sei A � R. Eine Abbildung f : A ! R hei�t gleich-
m•a�ig stetig genau dann, wenn es zu jedem" > 0 ein
� > 0 gibt, so dass f•ur alle u; v 2 [a; b] mit ju � vj � �
gilt jf (u) � f (v)j � " . Mit Quantoren:

8"> 0:9�> 0:8u;v 2 [a;b]: ju � v j� � )j f (u ) � f (v) j� "

� Alle gleichm•a�ig stetigen Funktionen sind auch
stetig

� Alle stetigen Funktionen auf abgeschlossenen In-
tervallen sind gleichm•a�ig stetig

� gleichm•a�ige Stetigkeit besagt anschaulich in et-
wa, dass die Steigung der Funktion auf dem ge-
samten De�nitionsbereich endlich ist.

� nicht mit gleichm •a�iger Konvergenz verwechseln!

5.1.5 Beispiele f •ur stetige Funktionen

� Eine Polynomfunktion ist eine Abbildung der
Form p : x 7!

P n
k=0 ak xk . Polynomfunktionen

sind stetig.

� x 7! 1
x ist stetig

� Die Wurzelfunktion ist stetig. F •ur R� 0 ! R� 0 mit
x = n

p
x = g(x) wobei g (x) die Umkehrfunktion

von xn ist.

� Die e-Funktion ist stetig. Siehe 4.2.12auf der vor-
herigen Seite.
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5.1.6 Kompostion von Funktionen

Sind f : A ! R und g : B ! R stetig, und gilt f (A) �
B , so ist die Hintereinanderausf•uhrung (Komposition)

A ! f B ! g R

ebenfalls stetig. Schreibe f•ur die Komposition g � f :
x 7! g(f (x))

5.1.7 Einschr •ankung

Ist B � A � R, betrachte die Einschr•ankungsabbildung

RA ! RB ; f 7! f jB

"f eingeschr•ankt auf B " mit

f jB : B ! R; x 7! f (x)

Dies ist eine lineare Abbildung denn (f + g) jB = f jB +
gjB und (f � g) jB = f jB �gjB gilt. Einschr •ankungen von
stetigen Funktionen sind stetig.

5.1.8 Zwischenwertsatz

Sei I = [ a; b] ein (abgeschlossnes endliches) Intervall.
Seif : I ! R stetig. Zu jeder Zahl y zwischenf (a) und
f (b) gibt es ein x 2 I mit f (x) = y. Mit Quantoren:

8y 2 [f (a) ; f (b)] : 9x 2 I : f (x) = y

� Mithilfe der Einschr •ankung kann dieser Satz
auch Erweitert werden aus das Intervall
[min ( f (x)) ; max (f (x))]

5.1.9 Umkehrfunktion

Sei I = [ a; b] ein (abgeschlossenes endliches) Intervall,
f : I ! R stetig und streng monoton wachsend (bzw.
fallend), d.h. r < s ) f (r ) < f (s) (bzw. r > s )
f (r ) > f (s)). Dann hat f eine stetigeUmkehrfunktion
g : [f (a) ; f (b)] ! I . D.h. g � f = id I und f � g =
id [f (a) ;f (b)] .

5.1.10 Satz von Weierstrass

Sei I = [ a; b] ein (abgeschlossenes endliches) Intervall
und f : I ! R stetig. Dann ist f (I ) = J ebenfalls ein
endliches abgeschlossenes Intervall.

� Diesesf besitzt folglich im Intervall J ein Mini-
mum und ein Maximum.

5.2 Funktionenfolgen

5.2.1 De�nition

F•ur A � R betrachten wir Folgen von Funktionen in
RA bzw. in C (A; R) d.h. Abbildungen L ! RA L � N
Indexmenge (unendlich) (f l ) l 2 L . Jedesf l ist also eine
Abbildung f l : A ! R.

5.2.2 Konvergenz

Eine Folge (f l ) l 2 L von Funktionen konvergiert punkt-
weisegegen eine Funktionf , falls gilt

8x 2 A : lim
l 2 L

f l (x) = f (x)

Eine Folge (f l ) l 2 L konvergiert gleichm•a�ig gegenf ,
falls folgendes gilt. Zu jedem" > 0 gibt es ein n 2 N
so, dass f•ur alle x 2 A und alle l 2 L mit l � n gilt
jf l (x) � f (x)j � " . Mit Quantoren:

8"> 0:9n 2 N:8x 2 A;l 2 L;l � n :jf l (x ) � f (x ) j� "

� gleichm•a�ige Konvergenz impliziert punktweise
Konvergenz

� Sei A � R; (f l ) l 2 L eine Folge stetiger Funktionen.
Falls die Folge gleichm•a�ig gegen eine Funktion f
konvergiert, ist diesesf auch stetig.

� nicht mit gleichm •a�iger Stetigkeit verwechseln!

5.2.3 Potenzreihe

Sei (an )n 2 N eine Folge. Betrachte die stetige Funkti-
on pn (x) =

P n
k=0 ak xk auf R: Die Funktionenfolge

(pn )n 2 N hei�t formale Potenzreihe

und man schreibt kurz daf•ur
P 1

n =0 an xn = ( pn )n 2 N .

SetzeL = lim sup n
n
p

jan j bzw. L = 1 falls es keinen
gr•o�ten H •aufungspunkt gibt. Setze weiterR = 1

L falls
L 6= 0 ; L 6= 1 sonst R = 1 f•ur L = 0 und R = 0 f •ur
L = 1 . R hei�t Konvergenzradiusder Potzenzreihe.

F•ur jxj < R ist die Reihe
P 1

n =0 an xn absolut konver-
gent, und die Funktionsfolge pn : x 7!

P n
k=0 ak xk ist

gleichm•a�ig konvergent auf f x 2 Rj � r < x < r g f•ur
r < R . Somit ist

P 1
n =0 an xn eine stetige Funktion f•ur

jxj < R .

F•ur jxj > R divergiert die Potenzreihe.

� F•ur jxj = R kann man keine allgemeinen Aussagen
machen

� Falls folgender Grenzwert existiert, gilt:

R = lim k

�
�
� ak

ak +1

�
�
�

� Zu einer Funktion gibt es immer h•ochstens eine
Potenzreihe.

5.3 Trigonometrische Funktionen

5.3.1 Sinus und Cosinus

cos (x) =
1X

n =0

(� 1)n x2n

(2n)!

= 1 �
x2

2
+

x4

24
�

x6

720
+ : : :
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sin (x) =
1X

n =0

(� 1)n x2n +1

(2n + 1)!

= x �
x3

6
+

x5

120
� : : :

� sind konvergent f•ur alle x 2 R

� cos (0) = 1
sin (0) = 0

� cos (� x) = cos (x)
sin (� x) = � sin (x)

5.3.2 Additionstheoreme

sin (x + y) = sin ( x) cos (y) + cos (x) sin (y)

cos (x + y) = cos (x) cos (y) � sin (x) sin (y)

� cos2 (x) + sin 2 (x) = 1

� cos (2x) = 2 cos2 (x) � 1

� cos (arcsin (x)) = sin (arccos (x)) =
p

1 � x2

� cos (x)0 = � sin (x)
sin (x)0 = cos (x)

5.3.3 PI �

Die kleinste positive Nullstelle des Cosinus hei�t per
De�nition �

2 . Auf diese Weise de�nieren wir die Zahl
� � 3; 14519: : :

� cos
�

�
2

�
= 0

sin
�

�
2

�
= 1

� cos
�
x + �

2

�
= � sin (x)

sin
�
x + �

2

�
= cos (x)

� sin (x + � ) = � sin (x)
cos (x + � ) = � cos (x)

� sin (x + 2 � ) = sin ( x)
cos (x + 2 � ) = cos (x)

5.3.4 Hyperbolische Trigonometrische Funk-
tionen

Cosinus Hyperbolicus

cosh( x )= 1
2 (exp( x )+exp( � x ))=

P 1
k =0

x 2k

(2 k )!

Sinus Hyperbolicus

sinh( x )= 1
2 (exp( x ) � exp( � x ))=

P 1
k =0

x 2k +1

(2 k +1)!

� Haben ihre Namen auf grund Ihrer •Ahnlichkeit zu
der Sinus und Cosinusreihe

� Tangens Hyperbolicus: tanh (x) = sinh( x )
cosh( x )

� Cotangens Hyperbolicus: coth (x) = cosh( x )
sinh( x )

� Umkehrfunktionen: Arearfunktion existieren f •ur
alle Trigonometrischen Funktionen, da diese alle
streng monoton und stetig sind (zumindest auf ei-
nem Teilintervall)

� 8 n 2 N : (sinh (x) + cosh (x))n = sinh ( nx) +
cosh (nx)

� cosh2 (x) � sinh2 (x) = 1

� 1 � tanh2 (x) = 1
cosh2 (x )

� arsinh (x) = ln
�
x +

p
x2 + 1

�

� 8 x 2 (� 1; 1) : artanh (x) = 1
2 ln

�
1+ x
1� x

�

� sinh (x)0 = cosh (x)
cosh (x)0 = sinh ( x)

� cosh (arcsinh (x)) =
p

x2 + 1
sinh (arccosh (x)) =

p
x2 � 1

5.3.5 Hermite-Polynome

Die sogenanntenHermite-Polynome Hn sind auf ganz
R de�niert durch

Hn (x) = ( � 1)n ex 2 dn

dxn e� x 2
; n 2 N

wobei dn

dx n f die n-te Ableitung von f nachx bezeichnet.

� H0 = 1
H1 = 2 x
H2 = 4 x2 � 2
H3 = 8 x3 � 12x
H4 = 16x4 � 48x2 + 12

� Hn +1 (x) = 2 xH n (x) � H 0
n (x)

� H 0
n (x) = 2 nH n � 1 (x)

� H 00
n (x) � 2xH 0

n (x) + 2 nH n (x) = 0

� F•ur f n (x) = Hn (x) e� x 2
2 gilt x2f n (x) � f 00

n (x) =
(2n + 1) f n (x)

� Die e-Funktionen k•urzen sich nach dem Ableiten
herraus
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6 Integration

6.1 beschr •ankte Funktionen

6.1.1 De�nition beschr •ankte Funktion

Sei A � R. Eine Funktion f : A ! R hei�t beschr•ankt,
falls f (A) = f f (a) ja 2 Ag beschr•ankt ist. D.h. falls es
eine Zahlk 2 R gibt, so dassjf (a)j � k f•ur alle a 2 A.

f beschr•ankt , 9 k 2 R : 8a 2 A : jf (a)j � k

Sei B (A; R) =
�

f 2 RA jf ist beschr•ankt
	

die Menge
aller beschr•ankten Funktionen.

B (A; R) ist ein reeller Vektorraum und ein Ring, d.h.
es gilt 8f; g 2 B (A; R) ; c 2 R :

1. f + g 2 B (A; R)

2. f � g 2 B (A; R)

3. c � f 2 B (A; R)

� Ist der De�nitionsbereich ein endliches abge-
schlossenes Intervall, dann gilt C ([a; b] ; R) (
B ([a; b] ; R). D.h. dass die stetigen Funktionen ei-
ne (echte) Teilmenge der beschr•ankten Funktionen
sind.

6.1.2 Supremumsnorm

F•ur f 2 B (A; R) setzte

kf k1 = sup fj f (a)j ja 2 Ag

kf k1 hei�t (Supremums-)Norm der Funktion f .

� k f k1 = 0 , 8 a 2 A : f (a) = 0

� Dreiecksungleichung
kf + gk1 � k f k1 + kgk1

� 8 c 2 R : kc � f k1 = jcj � kf k1

� k f � gk1 � k f k1 � kgk1

� (B (A; R) ; jj � jj1 ) ist ein normierter Vektorraum
und sogar einenormierte Algebra dank der Pro-
dukteigenschaft der Norm.

6.1.3 gleichm •a�ige Konvergenz

Ist ( f n )n 2 L eine Folge von Funktionen in B (A; R), so
konvergiert diese Folge gleichm•a�ig gegenf 2 B (A; R)
genau dann, wenn gilt limn kf � f n k1 = 0.

6.1.4 Cauchy-Folge

Eine Folge (f n )n 2 L in B (A; R) hei�t Cauchy-Folge, falls
gilt: Zu jedem " > 0 gibt es ein n 2 N, so dass
kf l � f m k1 � " f•ur alle l; m � n.

8" > 0 : 9n 2 N : 8l; m � n : kf l � f m k1 � "

� Eine Folge (f l ) l 2 L in B (A; R) ist genau dann eine
Cauchyfolge, wenn sie gegen eine Funktionf 2
B (A; R) gleichm•a�ig konvergiert.

� Im normierten Raum (B (A; R) ; jj � jj1 ) konvergiert
jede Cauchyfolge. Man nennt den Raum daher
vollst•andig oder Banachraum.

6.1.5 Zerlegung

Eine ZerlegungZ von [a; b] ist eine enliche FolgeZ =
f a = a0 < a 1 < : : : < a r = bg. Eine andere Zerlegung
Z 0 hei�t feiner als Z falls Z 0 � Z .

� Falls Z1 und Z2Zerlegungen von [a; b] sind, so auch
Z1 [ Z2, welche feiner ist alsZ1 und Z2.

6.1.6 Stufenfunktion

Eine Funktion f 2 B ([a; b] ; R) hei�t Stufenfunktion
(bzgl. ZerlegungZ ) falls

f (x) =

(
yk falls ak < x < a k+1

wk falls x = ak

Die Menge aller Stufenfunktionen wird mit
Step ([a; b] ; R) ( B ([a; b] ; R) bezeichnet.

� Falls f eine Stufenfunktion bzgl. Z ist, und falls
Z 0 feiner alsZ ist, dann ist f auch Stufenfunktion
bzgl. Z 0

� Eine Stufenfunktion mussendlich viele Stufen ha-
ben

� Ist f Stufenfunktion bzgl. Z1 und g Stufenfunktion
bzgl. Z2, dann sind f + g, f � g und c� f (f •ur c 2 R)
Stufenfunktionen bzgl. Z1 [ Z2.

� Step ([a; b] ; R) < B ([a; b] ; R) ist Untervektorraum
der beschr•ankten Funktionen. Au�erdem ist diese
Menge ein Ring. Somit also eine Algebra.

� Die Einschr•ankung einer Stufenfunktion ist wieder
eine Stufenfunktion.

6.1.7 Charakteristische Funktion

Ist A � R eine Teilmenge der reellen Zahlen, so hei�t
die Funktion

� A : R ! R : � A (x) =

(
1 falls x 2 A
0 falls x =2 A

die charakteristische Funktion der MengeX .
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6.2 Integral

6.2.1 Integral f •ur Stufenfunktionen

F•ur eine Stufenfunktion f

f (x) =

(
yk falls ak < x < a k+1

wk falls x = ak

bzgl. einer ZerlegungZ

Z = f a = a0 < a 1 < : : : < a r = bg

de�nieren wir das Integral folgenderma�en:

Z b

a
f (x) dx =

r � 1X

k=0

(ak+1 � ak ) yk

� wk spielen f•ur das Integral keine Rolle

� F•ur Z 0 � Z Verfeinerung, kommt f•ur das Integral
•uber f bzgl. Z 0 der gleiche Wert heraus.

� Das Integrieren ist eine lineare Abbildung. Es gilt
also:

�
Rb

a (f (x) + g(x)) dx =
Rb

a f (x) dx +
Rb

a g(x) dx

�
Rb

a �f (x) dx = �
Rb

a f (x) dx

� Achtung, f •ur Produkte gilt dies nicht

� Sind f; g Stufenfunktionen und gilt 8x 2
[a; b] ; h1 (x) � h2 (x) dann folgt:

Rb
a h1 (x) dx �

Rb
a h2 (x) dx

�
Rb

a (f � g) (x) dx �
Rb

a jf (x) � g (x)j dx �
kf � gk1 (b� a)

6.2.2 Regelfunktionen

Eine beschr•ankte Funktion f hei�t Regelfunktion, falls
es eine Folge von Stufenfunktionenf n gibt, die gleich-
m•a�ig gegen f konvergiert. Wir sagen dann, diese Stu-
fenfunktion approximiert die Regelfunktion f . Es sei
R ([a; b] ; R) < B ([a; b] ; R) die Menge aller Regelfunk-
tionen.

� R ([a; b] ; R) ist ein (Folgen-)Vollst •andiger normier-
ter Vektorraum (bzgl. jj � jj1 )

� falls (f n )n 2 L und (gn )n 2 L Folgen in Step ([a; b] ; R),
die die gleiche Regelfunktion approximieren, so
gilt lim n kf n � gn k1 = 0

� Alle stetigen Funktionen auf endlich abgeschlosse-
nen Intervallen sind Regelfunktionen:
C ([a; b] ; R) ( R ([a; b] ; R)

� Ist ein Ring bzg. Addition und Multiplikation.

6.2.3 Integral allgemein

Ist f eine Regelfunktion und (f n )n 2 L eine Folge von
Stufenfunktionen, die gleichm•a�ig gegenf konvergiert.
Wir setzen

Z b

a
f (x) dx = lim

n

Z b

a
f n (x) dx

� Dieser Grenzwert existiert

� Ist unabh•angig von der konkreten Wahl der Stu-
fenfunktion

� Dieser Ausdruck hei�t Riemann-Integral von f , es
gibt noch weitere Integralde�nitionen

� Sind f; g Regelfunktionen mit f (x) � g (x) f •ur alle
x 2 [a; b], so gilt

Rb
a f (x) dx �

Rb
a g(x) dx

6.2.4 Stufenfunktionsfolge zu gegebener steti-
ger Funktion

Die Menge

Z n = f a0 = a<a 1 = a+ b� a
n <a 2 = a+2 b� a

n <:::<a n = bg� [a;b]

nennt sich eine •aquidistante Zerlegung der Intervalls
[a; b]. Seif : [a; b] ! R eine stetige Funktion. Die Funk-
tionsfolge

f n (x) =
n � 1X

k=0

f (ak ) � [ak ;a k +1 ) (x)

von Stufenfunktionen konvergiert gleichm•a�ig gegen f ,
d.h. limn kf � f n k1 = 0.

Das Integral ist hiermit also:

Z b

a
f (x) dx = lim

n

b� a
n

n � 1X

k=0

f
�

a + k
b� a

n

�

� Dies ist keine praktikabele Methode zum symboli-
schen errechnen des Integrals, aber es ist eine Basis
f•ur numerische Verfahren.

� f•ur manche Funktionen k•onnen auch andere Zer-
legungen von Vorteil sein

6.2.5 Eigenschaften des Riemann-Integrals

Sei f; g 2 R ([a; b] ; R) und � 2 R. Dann gilt:
Z b

a
(f (x) + g (x)) dx =

Z b

a
f (x) dx +

Z b

a
g(x) dx

Z b

a
�f (x) dx = �

Z b

a
f (x) dx

Rb
a f (x) dx �

�
�
�
Rb

a f (x) dx
�
�
� �

Rb
a jf (x)j dx

�
Rb

a kf k1 dx = kf k1 (b� a)
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6.2.6 Mittelwertsatz (MWS) der Integralrech-
nung

Sei p 2 R ([a; b] ; R) und f 2 C ([a; b] ; R) und es gelte
p(x) � 0 f•ur alle x 2 [a; b]. Dann gibt es t 2 [a; b] mit

Z b

a
f (x) p(x) dx = f (t)

Z b

a
p(x) dx

�
Rb

a f (x) dx = f (t) (b� a) mit t 2 (a; b)

6.2.7 Hierarchie von Funktionsr •aumen

B ([a; b]; R)

R([a; b]; R)

C([a; b]; R) Step([a; b]; R)

f konstante Funktioneng�= R1

� Die Pfeile A ! B deuten an, dassA � B (A ein
Untervektrorraum von B ist)

� f konstante Funktioneng = C ([a; b] ; R) \
Step ([a; b] ; R)

� Bis auf den Raum der konstanten Funktionen sind
dies alles unendlichdimensionale Vektorr•aume

� ZwischenB ([a; b] ; R) und R ([a; b] ; R) liegen noch
weitere integrierbare Funktionen, allerdings mit
anderen Integralde�nitionen.

� Alle Vektorr •aume bis auf Step ([a; b] ; R) sind voll-
st•andig bez•uglich k�k1

7 Di�erentiation

7.1 Di�erentiation

7.1.1 Stetige Fortsetzung

Sei A � B � R. F•ur f 2 C (B; R) betrachte die
Einschr•ankung f jA : A ! R : a 7! f (a) mit
f jA 2 C (A; R). D.h. wir haben eine lineare Abbildung
C (B; R) ! C (A; R) : f 7! f jA .

Umgekehrte Fragestellung: gegebeng 2 C (A; R), gibt
es f 2 C (B; R) mit f jA = g? Diesesf wird als stetige
Fortsetzungvon g bezeichnet.

� f : Rn f 0g ! R : x 7! 1
x ist im Punkt 0 nicht

stetig fortsetzbar.

7.1.2 H •aufungspunkt von Mengen

Wenn es eine Folge (an )n 2 L in An f bg gibt mit
limn an = b dann hei�t b H•aufungspunkt der Menge
A.

7.1.3 Stetige Fortsetzung in Punkt

Ist b 2 R und A � R und B = A [ f bg, und gibt
es eine Folge (an )n 2 L in A mit lim n an = b, dann hat
jedes f 2 C (A; R) h•ochstens einestetige Fortsetzung
auf B = A [ f bg mit f (b) = lim n 2 L f (an ).

� Besagt nur, dasswenn es m•oglich ist, auch eindeu-
tig ist.

� Falls b H•aufungspunkt der MengeA ist, dann ist
C (A [ f bg; R) ! C (A; R) injektiv.

� Bei Funktionen auf endlichen Mengen istf immer
stetig. Die Fortsetzung in endlich vielen Punkten
ist beliebig (also nicht eindeutig), und ebenfalls
stetig.

7.1.4 di�erenzierbar

Sei U � R o�en, f 2 C (U ! R) und x0 2 U Die
Funktion f hei�t di�erenzierbar in x0, falls es ein" > 0
gibt, so dass f•ur die Funktion

(� "; " ) n f 0g ! R : h 7!
f (x0 + h) � f (x0)

h

eine stetige Fortsetzung

p : (� "; " ) ! R

existiert. p (0) nennt man die Ableitung von f im Punkt
x0. Man schreibt hierf•ur

p(0) = f 0(x0) = _f (x0) =
df
dx

�
�
�
�
x = x 0

=
df
dx

(x0)

� Die Ableitung ist eindeutig

� Es gibt stetige Funktionen, die in keinem Punkt
di�erenzierbar sind!

7.1.5 di�erenzierbar Umformulierung

Sei U � R o�en, f : U ! R stetig, und x0 2 U.
Dann ist f in x0 di�erenzierbar genau dann, wenn es
eine Konstante c 2 R gibt und eine stetige Funktion
' : (� "; " ) mit ' (0) = 0

f (x0 + h) = f (x0) + c � h + ' (h) � h

f•ur jhj < " . Dann gilt f 0(x0) = c
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7.1.6 Ableitung / stetig di�erenzierbar

Eine Funktion f : U ! R hei�t di�erenzierbar , falls sie
in jedem Punkt x 2 U di�erenzierbar ist. Dann hei�t
die Funktion

f 0 : x 7! f 0(x)

(erste) Ableitung von f .

Falls f 0(x) auch stetig ist, hei�t f stetig di�erenzierbar .

7.1.7 Rechenregeln

Seienf; g 2 C (U;R) und in x0 2 U di�erenzierbar. Sei
c 2 R. Dann sind die folgenden Funktionen ebenfalls
in x0 di�erenzierbar:

1. (f + g)0(x0) = f 0(x0) + g0(x0)

2. (c � f )0(x0) = c � f 0(x0)

3. Produktregel
(f � g)0(x0) = f 0(x0) � g (x0) + f (x0) � g0(x0)

4. Leibnizregel
dn

dx n (f � g) =
P n

k=0

� n
k

�
f (k ) g(n � k )

5.
�

f
g

� 0
(x0) = f 0(x 0 )g(x 0 ) � f (x 0 )g0(x 0 )

g(x 0 )2

6.
�

1
g

� 0
(x0) = � g0(x 0 )

g(x 0 )2

7. Ableitung der Umkehrfunktion�
f � 1

� 0
(x) = 1

f 0( f � 1 (x ))

� 8 n 2 Z : (xn )0 = nxn � 1

� cos (x)0 = � sin (x)
sin (x)0 = cos (x)
exp (x)0 = exp ( x)

� sinh (x)0 = cosh (x)
cosh (x)0 = sinh ( x)

7.1.8 Struktur der Ableitung

Es sei C1 (U;R) die Menge aller (einmal) stetig di�e-
renzierbaren Funktionen aufU. C1 (U;R) ist ein reeller
Vektorraum und ein Ring (bzgl. Produkt), also eine re-
elle Algebra.

Die folgenden Abbildungen

d
dx

: C1 (U;R) ! C (U;R) : f 7! f 0

d
dx

�
�
�
�
x = x 0

: C1 (U;R) ! R : f 7! f 0(x0)

sind lineare Abbildungen.

� aber keine Ring Homomorphismen

� siehe auch7.1.17auf der n•achsten Seite

7.1.9 Kettenregel

Seif : U ! R, g : V ! R und U; V o�en, f; g stetig mit
f (U) � V . Falls f in x0 di�erenzierbar und falls g in
y0 = f (x0) di�erenzierbar ist, so ist die Verkn •upfung
g � f : U ! R in x0 di�erenzierbar, mit Ableitung

(g � f )0(x0) = g0(f (x0)) � f 0(x0)

� (g � f ) (x0) = g(f (x0))

7.1.10 Ableitung der Umkehrfunktion II.78

Die stetige Funktion f : [a; b] ! R sei streng monoton
und in x0 2 (a; b) di�erenzierbar mit f 0(x0) 6= 0. Dann
ist die Umkehrfunktion f � 1 : f ([a; b]) ! [a; b] in f (x0)
di�erenzierbar, und es gilt

�
f � 1� 0

(f (x0)) =
1

f 0(x0)

bzw.
�
f � 1� 0

(x0) =
1

f 0(f � 1 (x0))

Ist f stetig di�erenzierbar, dann ist auch f � 1 stetig
di�erenzierbar.

� M•oglichst f in der Ableitung f 0 wieder vorkom-
men lassen, da dies sich anschlie�end mit Hil-
fe der Umkehrfunktion gegenseitig aufhebt. Z.B.
tan (x)0 = 1 + tan 2 (x).

7.1.11 Extrema

f (x0) hei�t Extremum (Minimum / Maximum) von f ,
falls f (x) � f (x0) bzw. f (x) � f (x0) f •ur alle x im
De�nitionsbereich gilt.

Wenn f (auf o�ener Menge de�niert) in x0 ein Extre-
mum hat, dann gilt f 0(x0) = 0 (notwendige Bedin-
gung).

� Randpunkte bei abgeschlossenen Mengen m•ussen
seperat betrachtet werden.

� Ist f : (a; b) ! R stetig di�erenzierbar, f 0(x0) = 0
und ist f 0(x) < 0 f•ur x < x 0 und f 0(x) > 0 f•ur
x > x 0 so hat f in x0 ein Minimum und f (x) >
f (x0) f •ur x 6= x0. (Es gibt genauso einen Satz f•ur
das Maximum)

7.1.12 striktes lokales Minimum / Maximum

Ist f zweimal stetig di�erenzierbar, f : (a; b) ! R, und
gilt f 0(x0) = 0 und f 00(x0) > 0 (< 0), so gibt esr > 0,
so dassf (x0) < f (x) (> f (x)) f •ur alle x 6= x0 mit
jx � x0 j < r gilt. Man sagt, f hat in x0 ein striktes
lokales Minimum (Maximum).
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7.1.13 Monotonie

Ist f : [a; b] ! R stetig di�erenzierbar und ist f 0(x0) =
c > 0 (< 0), dann gibt es r > 0, so dassf auf dem
Teilintervall ( x0 � r; x 0 + r ) streng monoton steigend
(fallend) ist.

� Insbesondere istf streng monoton steigend (fal-
lend), falls 8x : f 0(x) > 0 (< 0)

� mit � ; � gleiche Aussage mit monotonie (ohne
streng)

� falls f 0 = 0 ) f konstant

7.1.14 Satz von Rolle

Sei f : [a; b] ! R stetig und f j(a;b) sei di�erenzierbar.
Weiter gelte f (a) = f (b).

Dann gibt es ein x0 mit a < x 0 < b und f 0(x0) = 0

7.1.15 Mittelwertsatz (MWS) der Di�erenti-
alrechung

Sei f : [a; b] ! R stetig, f j(a;b) sei di�erenzierbar.

Dann gibt es ein x0 2 (a; b) mit

f (b) � f (a)
b� a

= f 0(x0)

� falls f 0(x) � 0 f•ur alle x, so ist f monoton steigend

� falls f 0(x) � 0 f•ur alle x, so ist f monoton fallend

� falls f 0(x) = 0 f •ur alle x, so ist f konstant.

7.1.16 gerade und ungerade Funktionen

� Die Ableitung einer geraden Funktion ist eine un-
gerade Funktion

� Die Ableitung einer ungeraden Funktion ist eine
gerade Funktion

7.1.17 mehrfache Ableitung / glatte Funktio-
nen

SeiU � R o�en. Ist f 2 C1 (U;R) (d.h. f ist stetig dif-
ferenzierbar), so kann manf 0 2 C (U;R) auf di�eren-
zierbarkeit untersuchen. Falls f 0 stetig di�erenzierbar
ist, schreibt man (f 0)0 = f 00f•ur die zweite Ableitung.

Induktiv de�niert man so k-mal stetig di�erenzierbare
Funktionen. Ck (U;R) ist der Vektrorraum der k-mal
stetig di�erenzierbaren Funktionen. Man setzt

C1 1 (U;R) =
1\

k=1

Ck (U;R)

solche Funktionen hei�en glatte Funktionen.

SetzeC (U;R) = C0 (U;R). Hiermit gilt:

C0 (U;R) ) C1 (U;R) ) : : : ) C1 (U;R)

Der Ableitungsoperator

d
dx

: f 7! f 0

d
dx

: Ck+1 (U;R) ! Ck (U;R)

d
dx

: C1 (U;R) ! C1 (U;R)

ist eine lineare Abbildung zwischen diesen Vektorr•au-
men

� Polynome sin; cos; exp sind glatte Funktionen

� siehe auch7.1.8 auf der vorherigen Seite

8 Die Haupts •atze der
Di�erential- und Integral-
rechnung

8.1 Weitere Eigenschaften des Inte-
grals

8.1.1 Integral •uber Einschr •ankung

Ist f : [a; b] ! R Regelfunktion und a � u < v � b.
Dann ist die Einschr•ankung f j[u;v ] eine Regelfunktion
auf [u; v]. Wir setzen

Z v

u
f (x) dx =

Z b

a
f j[u;v ] (x) dx

8.1.2 Vertauschung von Grenzen

Wir legen fest: Z u

u
f (x) dx = 0

Z u

v
f (x) dx = �

Z v

u
f (x) dx f•ur u < v

8.1.3 Zerteilung von Integralen

F•ur alle a; b; c2 [a; c] und f 2 R ([a; c] ; R) gilt stets

Z c

a
f (x) dx =

Z b

a
f (x) dx +

Z c

b
f (x) dx



8.2 Zusammenhang von Di�erential- und Integeralrechung 23

8.1.4 Integral •uber Funktionsfolge

Sei (f n )n 2 L eine Folge von Regelfunktionen, die gleich-
m•a�ig gegen eine Regelfunktionf konvergiert. Dann
gilt

lim
n

Z b

a
f n (x) dx =

Z b

a
f (x) dx

� eine solche Regel gilt bei der Di�erentiation im
Allgemeinen nicht.

8.1.5 Di�erential von Funktionenfolgen

Sei (f n )n 2 L Folge in C1 ([a; b] ; R). Falls die Folge
(f 0

n )n 2 L gleichm•a�ig konvergiert und falls die Folge
(f n )n 2 L punktweise konvergiert, dann ist der Grenz-
wert der Folge stetig di�erenzierbar und seine Ablei-
tung ist der Grenzwert der Folge (f 0

n )n 2 L .

8.1.6 gerade und ungerade Funktionen

� Die Stammfunktion einer geraden Funktion ist ei-
ne ungerade Funktion

� Die Stammfunktion einer ungeraden Funktion ist
eine gerade Funktion

� wenn f (x) = � f (� x) ungerade ist, giltRa
� a f (x) dx = 0

8.2 Zusammenhang von Di�erential-
und Integeralrechung

8.2.1 1. Hauptsatz der Di�erential- und Inte-
gralrechung

Es seif : [a; b] ! R stetig, sei x0 2 [a; b]. Setze

F (x) =
Z x

x 0

f (t) dt

f•ur x 2 [a; b].

F ist stetig und auf (a; b) stetig di�erenzierbar, mit
F 0 = f .

8.2.2 Stammfunktion

F hei�t Stammfunktion zu f , falls F 0 = f .

� Stammfunktionen sind bis auf Konstante eindeu-
tig. Wenn F Stammfunktion von f ist, ist auch
F + c Stammfunktion f •ur f mit c 2 R konstant.

8.2.3 2. Hauptsatz der Di�erential- und Inte-
gralrechung

Ist F : (a; b) ! R stetig di�erenzierbar und a < u <
v < b, gilt

Z v

u
F 0(x) dx = F (x) jvu = F (v) � F (u)

8.2.4 Integral einer Potenzreihe

Ist f (x) =
P 1

n =0 an xn und hat diese Potenzreihe einen
KonvergenzradiusR. F•ur [a; b] � (� R; R) gilt

Z b

a

 
1X

k=0

ak xk

!

dx =
1X

k=0

ak

k + 1
xk+1

�
�
�
�
�

b

a

� Eine Stammfunktion f •ur f ist also z.B.
F (x) =

P 1
k=0

ak
k+1 xk+1 + c

� Potenzreihen darf man \naiv" integrieren

8.2.5 Ableitung einer Potenzreihe

Ist f (x) =
P 1

k=0 ak xk Potenzreihe mit Konvergenzra-
dius R > 0, so ist f glatt, und

f 0(x) =
1X

k=0

(k + 1) ak+1 xk

mit dem gleichen KonvergenzradiusR.

� Potenzreihen darf man \naiv" ableiten

8.2.6 Partielle Integration

Rb
a f (x )g0(x )dx = f (x )g(x ) jb

a �
Rb

a f 0(x )g(x )dx

� Das ist das Integral •uber der Produktregel

� g und f auf jeden Fall incl. Ableitungen heraus-
schreiben

� auf jeden Fall Probe (Ableiten) machen, man
vertut sich sehr schnell

� p (x) ex bzw. p(x) sin (x), ... sind auf diese
Weise behandelbar

� Auf jeden Fall Probe!!!

8.2.7 Integration durch Substitution

Z
f (� (t)) � � 0(t) dt =

� Z
f (x) dx

�

x = � ( t )
Z

f (x) dx =
� Z

f (� (t)) � � 0(t) dt
�

t = � � 1 (x )

1. Gebrauchsanweisung

(a) Eine passende Ersetzung suchen

i. t = g (x)
ii. diese Ableiten dt

dx = g0(x) = : : :

iii. umstellen dx = dt
g0(x ) = : : :

(b) Im Integral Substituieren mit Hilfe von (a).i
(bzw. x = g� 1 (t) = : : :) und (a).iii
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(c) Versuchen Stammfunktion zu bilden

i. wenn es nicht klappt, evtl. andere Sub-
stitution versuchen

ii. evtl. passend klammern, um bekannte In-
tegrale zu Nutzen

(d) Im Ergebnis (Stammfunktion) zur •ucksubsti-
tuieren mit (a).i

2. Gebrauchsanweisung

(a) Eine passende Ersetzung suchen

i. x = � (t)

ii. diese Ableiten dx
dt = � 0(t) = : : :

iii. umstellen dx = � 0(t) dt = : : :

(b) Umkehrfunktion bilden t = � � 1 (x)

(c) Im Integral Subtituieren mit Hilfe von (a).i
und (a).iii

(d) Versuchen Stammfunktion zu bilden

i. wenn es nicht klappt, evtl. andere Sub-
stitution versuchen

ii. evtl. passend klammern, um bekannte In-
tegrale zu Nutzen

(e) Im Ergebnis (Stammfunktion) zur •ucksubsti-
tuieren mit (a).i

� Beide Methoden •aquivalent durch Regel der Ab-
leitung der Umkehrfunktion.

� In der Tabelle 1 auf der n•achsten Seite hat man
eine •Ubersicht von geeigneten Substitutionen.

� So Klammern und Substituieren, das es
auf etwas bekanntes (z.B. Ableitungen von
Trigonometrischen-, Hyperbolischen- oder Area-
funktioen) zur •uckf•uhren l•asst.

� Auf jeden Fall Probe!!!

8.2.8 Beispiele einiger Integrale

� f•ur n 6= � 1R
xn dx = 1

n +1 xn +1

�
R

1
x dx = ln ( x)

�
R h0(x )

h(x ) dx = ln ( h (x))

�
R

cos (x) dx = sin ( x)

�
R

sin (x) dx = � cos (x)

�
R

exp (x) dx = exp ( x)

�
R

cos2 (x) dx = x +sin( x ) cos( x )
2R

sin2 (x) dx = x � sin( x ) cos( x )
2

9 Metrische und nomierte R •au-
me

9.1 Metrische R •aume

9.1.1 Metrik / Metrischer Raum

Sei X eine Menge,d : X � X ! R eine Abbildung.
Wir nennen d eine Metrik (mathematischer Term f•ur
\Abstandsbegri�") und ( X; d ) einen metrischen Raum,
falls f•ur alle u; v; w 2 X gilt:

1. (M 1) d (u; v) = d (v; u) � 0
die Metrik ist positiv und symmetrisch

2. (M 2) d (u; v) = 0 , u = v

3. (M 3) d (u; w) � d (u; v) + d (v; w)
Dreiecksungleichung

� X = R d(u; v) = ju � vj ist ein metrischer Raum

� X belibige Menge mit X 6= ; und d(u; v) =(
0 falls u = v
1 falls u 6= v

ist ein metrischer Raum, mit der

diskreten Metrik.

� X = R2 = f (u1; u2) ju1; u2 2 Rg,
d ((u1; u2) ; (v1; v2)) = ju1 � v1 j + ju2 � v2j ist ein
metrischer Raum mit der Manhattan-Taxi-Metrik .

� Unterraum
Ist ( X; d ) ein metrischer Raum, und ist A � X;
dann ist der Unterraum (A; d) ebenfalls ein metri-
scher Raum.

9.1.2 o�ene Kugel

Sei (X; d ) metrischer Raum, r > 0 und x 2 X . Die
Menge

B r (X ) = f u 2 X jd (u; x) < r g

hei�t o�ene r -Kugel um x.

9.1.3 Folgen und Konvergenz

Sei J � N unendliche Menge, (X; d ) ein metrischer
Raum. Eine Folge, (x j ) j 2 J ist eine Abbildung J ! X;
j 7! x j . Schreibe kurz (x j ) j 2 J � X daf•ur.

Die Folge (x j ) j 2 J konvergiert gegenx 2 X , falls gilt:
zu jedem " > 0 gibt es N 2 N so, dass f•ur alle k � N
gilt d (xk ; x) � " .

8" > 0 : 9N 2 N : 8k � N : d (xk ; x) � "

� F•ur X = R, d (u; v) = ju � vj ist dies genau die
De�nition aus 3.2.2 auf Seite 11.
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Tabelle 1: Substitution zur unbestimmten Integration ( R ist eine rationale Funktion in x; y)
Funktion Methode t x

R (x) Polynomdivision + Partialbruchzerlegung
R

�
x; k

p
ax + b

�
Substitution t = k

p
ax + b x = t k

a � b
a

R
�

x; k

q
ax + b
cx + d

�
Substitution t = k

q
ax + b
cx + d x = b� dt k

ct k � a

R (sin (ax) ; cos (ax)) Substitution t = tan
�

x
2

�
x = 2arctan ( t)

R (eax ; e� ax ) Substitution t = eax x = ln( t )
a

R
�
x;

p
ax2 + bx + c

�
Substitution t = 2ax + bp

4ac� b2 bzw. t = 2ax + bp
b2 � 4ac

� L•asst sich auch so schreiben:
Die Folge konvergiert genau dann gegenx, falls es
zu jedemr > 0 einN 2 N gibt, so dassxk 2 B r (x)
f•ur alle k � N .

8r > 0 : 9N 2 N : 8k � N : xk 2 B r (x)

� Eine Folge hat genau eine Zahl:
Sei (X; d ) metrischer Raum, (x j ) j 2 J Folge. Falls
die Folge gegenx 2 X und gegeny 2 X konver-
giert, so gilt x = y.

� Konvergente Folgen auf R•aumen mit einer diskre-
ten Metrik sind f •ur fast alle Folgenglieder kon-
stant.

9.1.4 Cauchy-Folge

(CF ) Es sei (x j ) j 2 J eine Folge in einem metrischen
Raum (X; d). Wir sagen, (x j ) j 2 J ist eine Cauchy-Folge
falls gilt: zu jedem " > 0 gibt es N 2 N, so dass
d (x l ; xm ) � " f•ur alle l; m � N .

8" > 0 : 9N 2 N : 8l; m � N : d (x l ; xm ) � "

� Jede konvergente Folge in (X; d ) ist eine Cauchy-
Folge. Umgekehrt nicht umbedingt.

9.1.5 Vollst •andigkeit

Ein metrischer Raum (X; d) hei�t vollst•andig falls jede
Cauchy-Folge (x j ) j 2 J einen Grenzwertx 2 X hat.

� Vollst •andigkeit vererbt sich nicht unbedingt auf
Teilmengen.

9.1.6 abgeschlossen

Eine TeilmengeA � X eines metrischen Raumes (X; d )
hei�t abgeschlossen, wenn f•ur jede Folge von Elementen
(aj ) j 2 J � A mit Grenzwert x 2 X gilt x 2 A.

� ; und X sind immer abgeschlossen in (X; d )

� Abgeschlossenheit ist immer relativ zu einem me-
trischen Raum zu sehen

� Vereinigungenendlich vieler abgeschlossener Teil-
mengen inX sind abgeschlossen

� Durchschnitte beliebig vieler abgeschlossener Teil-
mengen inX sind abgeschlossen

� Eine vollst•andige Teilmenge ist immer auch abge-
schlossen.

� Sei (X; d ) ein vollst•andiger metrischer Raum.
Dann gilt: A � X ist abgeschlossen genau dann,
wenn (A; d) vollst •andig ist.

9.1.7 topologische •Aquivalenz

Seien (X; d ) und (X; h ) metrische R•aume. Wenn f•ur
alle Folgen (aj ) j 2 J in X folgendes gilt, werdenh und
d topologisch •aquivalent genannt: (aj ) j 2 J konvergiert
genau dann bez•uglich (X; d ), wenn (aj ) j 2 J bez•uglich
(X; h ) konvergiert.

� dies ist eine •Aquivalenzrelation

� Siehe auch10.3.5auf Seite29.

9.1.8 Segmente

Sei (X; d ) ein metrischer Raum. DasSegmentin X zwi-
schenx; z 2 X ist die Menge aller Punkte f•ur die die
Dreiecksungleichung scharf ist, also

[x; z] = f y 2 X jd (x; z = d (x; y) + d (y; z))g

� Mit Betrag (Standardmetrik) als d und R als X ist
dies genau das abgeschlossene Intervall zwischenx
und z

9.1.9 Abschneiden einer Metrik

Sei (X; d ) ein metrischer Raum. Die Abbildung d0 :
X � X ! R : (x; y) 7! min f 1; d (x; y)g ist wieder eine
Metrik. d und d0 sind topologisch•aquivalent.
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9.2 Normierte R •aume

9.2.1 Norm und Metrik

SeiV ein reeller Vektorraum (•uber dem K•orper R) (be-
libiger Dimension - auch unendlich). EineNorm auf V
ist eine Abbildung k:k : V ! R; v 7! k vk mit folgenden
Eigenschaften f•ur alle u; v 2 V und alle r 2 R:

1. (N 1) kvk � 0, kvk = 0 , v = 0

2. (N 2) kr � vk = jr j � kvk

3. (N 3) ku + vk � k uk + kvk

Sei (V;k:k) ein normierter Vektorraum. Setze d (u; v) =
ku � vk. Dann ist d eine Metrik auf V .

9.2.2 Besondere Normen

Sei V = Rn und v = ( v1; v2; : : : ; vn ) 2 V .

p-Norm kvkp = p
p P n

i =1 jvi j
p

� f•ur p = 1 setzekvk1 = max 1� i �1 fj x i jg

1-Norm kvk1 = jv1j + jv2j + : : : + jvn j

2-Norm kvk2 =
p

v2
1 + v2

2 + : : : + v2
n

Supremumsnorm / 1 -Norm
kvk1 = max fj v1 j ; jv2j ; : : : ; jvn jg =
supfj v1j ; jv2j ; : : : ; jvn jg

Im Rn gilt

kuk1 � k uk2 � k uk1 �
1
n

kuk1

� Diese drei Normen liefern also den gleichen
Konvergenzbegri� auf dem Rn . D.h. wenn eine
Cauchy-Folge bez•uglich einem der Begri�e konver-
giert, dann auch bez•uglich der anderen.

9.2.3 Banach-Raum

Ein Banach-Raum ist ein vollst•andiger normierter
Raum.

� (Rn ; k:k1), (Rn ; k:k2), (Rn ; k:k1 ) sind Banachr•au-
me

� Rn ist bez•uglich jeder Norm ein Banachraum

� Bez•uglich k:k1 bilden
B (A; R) ; C (A; R) ; R (A; R) Banachr•aume

9.2.4 (symmetrische) Bilinearform, inneres
Produkt

Sei V ein reeller Vektorraum, h : V � V ! R eine
Abbildung. Falls gilt:

1. h (u + v; w) = h (u; w) + h (v; w)

2. h (u; v + w) = h (u; v) + h (u; w)

3. h (r � u; w) = r � h (u; w) = h (u; r � w)

so hei�t h Bilinearform .

Falls zus•atzlich gilt: h (u; v) = h (v; u) f •ur alle u; v, so
hei�t h symmetrische Bilinearform.

Wenn h symmetrisch ist, und wenn h (u; u) > 0 ist f•ur
alle u 6= 0, so hei�t h inneres Produkt.

� Ein Inneres Produkt ist positiv de�nit .

� Eine symmetrisch positiv de�nite Bilinearform ist
ein Inneres Produkt.

� Sei V = Rn , A = ( aij )n
i;j =1 eine quadratische Ma-

trix ( n � n), setze

h (u; v) =
nX

i;j =1

ui aij vj = uT Av

Das ist eine Bilinearform. Sie ist symmetrisch ge-
nau dann, wenn A symmetrisch ist, d.h. A =
AT (aij = aji f•ur alle i; j ).

� Sei f (x) = hx; x i = xT Ax mit A symmetrisch eine
Abbildung. Dann gilt
df (x) (h) = 2 xT Ah = 2 hT Ax

� Standard Skalarprodukt:
Mit A = 1 (Einheitsmatrix, aij = � ij ) ist
h (u; v) =

P n
j =1 ui vi = uT v ein inneres Produkt.

9.2.5 Norm zu innerem Produkt

Sei V ein reeller Vektroraum, h ein inneres Produkt.
Setzekvk =

p
h (v; v), das ist eine Norm aufV .

9.2.6 Inneres Produkt zu Norm

Sei k:k eine Norm auf V . Falls es hierzu ein inneres
Produkt gibt, l •asst es sich wie folgt beschreiben:

h (u; v) =
1
2

�
ku + vk2 � k uk2 � k vk2

�

=
1
4

�
ku + vk2 � k u � vk2

�

� Falls der Ausdruck auf der rechten Seite kein in-
neres Produkt ist, gibt es zu dieser Norm keins.

� Als Kiterium auf G •ultigkeit der Parallelogram-
mungleichung achten.

� zu der k:k1 Norm gibt es kein inneres Produkt
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9.2.7 Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Ist h ein inneres Produkt auf V , so gilt

jh (u; v)j �
p

h (u; u)
p

h (v; v)

Die klassische Form lautet

�
�
�
�
�

nX

k=1

uk vk

�
�
�
�
�

�

vu
u
t

nX

k=1

u2
k �

vu
u
t

nX

k=1

v2
k

9.2.8 reeller Hilbert-Raum

Ist h ein inneres Produkt auf V , und ist V in der zu-
geh•origen Metrik vollst •andig, dann hei�t ( V; h) reeller
Hilber-Raum.

� jeder Hilbert-Raum ist ein Banach-Raum.

� z.B.
�
Rn ; (x; y) 7! xT y

�

9.2.9 Beispiel f •ur einen unendlich dimensiona-
len Hilbert Raum

Sei l2 (R) der Raum aller Folgen (an )n 2 N in R mit fol-
gender Eigenschaft:

1X

k=0

a2
k konvergiert

Dies sind die quadratisch summierbaren Folgen. Das
innere Produkt ist wie folgt de�niert

h (a; b) =
1X

k=0

ak bk

Dies ist ein unendlich dimensionaler Hilbert-Raum.

9.2.10 Parallelogrammgleichung

SeiV ein Normierter Vektorraum. k:k wird genau dann
von einem Inneren Produkt induziert, wenn die Paral-
lelogrammgleichunggilt

ku + vk2 + ku � vk2 = 2 kuk2 + 2 kvk2

9.2.11 Weitere Ungleichungen

� Umgekehrte Dreiecksungleichung�
�
�kuk2 � k vk2

�
�
� � k u � vk2

� k u + vk + ku � vk � k uk + kvk

10 Stetige Funktionen

10.1 Stetige Funktionen

10.1.1 Stetigkeit

Seien (X; d x ) und (Y; dy ) metrische R•aume,f : X ! Y
eine Abbildung. Wir sagen f ist stetig in x 2 X , falls
folgendes gilt:

F•ur jede Folge (x j ) j 2 J in X mit Grenzwert lim j 2 J x j =
x soll gelten limj 2 J f (x j ) = f (x):

lim
j 2 J

f (x j ) = f
�

lim
j 2 J

x j

�

Falls f in jedem Punkt x 2 X stetig ist, so hei�t f
stetig. Es seiC (X; Y ) = f f : X ! Y jf ist stetigg

� F•ur Y = R und X � R ist das genau der Stetig-
keitsbegri� wie in 5.1.1 auf Seite 15.

� X = V Vektorraum mit Norm k:k, f (v) = kvk,
f : V ! R ist stetig. Normen sind also stetige
Funktionen.

� (X; d ) metrischer Raum, u 2 X , f (x) = d (x; u)
ist stetig.

� (X; d ) metrischer Raum, Z = X � X mit Metrik
dz ((u1; u2) ; (v1; v2)) = d (u1; v1) + d (u2; v2). Da-
mit ist X � X = Z ! R : (x1; x2) 7! dz (x1; x2)
stetig.

10.1.2 L-Lipschitz-stetig

Eine Funktion f : X ! Y zwischen Metrischen
R•aumen hei�t L-Lipschitz-stetig f•ur L 2 R, falls
dy (f (u) ; f (v)) � L � dx (u; v) f •ur alle u; v 2 X .

� Falls f stetig di�erenzierbar ist, gilt

L �k Df (x )k=sup fk Df (x )( h)kj x;h 2 X; khk� 1g

� Jede Lipschitzstetige Funktion ist insbesondere ei-
ne C1-Funktion

� Lipschitz-stetige Funktionen sind stetig.

� entspricht Erweiterung der gleichm•a�igen Stetig-
keit aus 5.1.4 auf Seite15.

� Skalarprodukt mit einem festen Vektor t ist lip-
schitzstetig mit Lipschitzkonstante L = ktk1

� Integraloperator ist lipschitzstetig

� Endlichdimensionale lineare Abbildungen sind
Lipschitzstetig mit der Operatornorm
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10.1.3 Eigenschaften von stetigen Funktionen

Sind (X; d x ), (Y; dy ), (Z; dz ) metrische R•aume, f :
X ! Y und g : Y ! Z , f; g stetig. Dann ist auch
g � f : X ! Z; x 7! g (f (x)) stetig.

Ist ( X; d ) ein metrischer Raum, so istC (X; R) ein Vek-
torraum und ein Ring. F •ur f; g 2 C (X; R), r 2 R sind
folgende Funktionen wieder stetig:

1. f + g : x 7! f (x) + g(x)

2. f � g : x :7! f (x) � g (x)

3. r � f : x 7! r � f (x)

4. f � g : x 7! f (g (x))

10.1.4 " � � -Kriterum f •ur Stetigkeit

Eine Abbilung f : X ! Y zwischen den metrischen
R•aumen (X; d x ) und (Y; dy ) ist stetig in x 2 X genau
dann, wenn gilt: Zu jedem " > 0 gibt es ein ein� > 0,
so dass ausdx (x; u) < � folgt dy (f (x) ; f (u)) < " .

8x :8"> 0:9�> 0:8u: dx (x;u )<� ) dy ( f (x );f (u)) <"

Dies ist •aquivalten zu: f ist genau dann stetig inx 2 X ,
wenn es f•ur jede o�ene "-Kugel B " (f (x)) um f (x) eine
o�ene � -Kugel B � (x) um x mit f (B � (x)) � B " (f (x))
gibt.

8" > 0 : 9� > 0 : f (B � (x)) � B " (f (x))

10.1.5 Besondere Stetige Funktionen

Normen sind stetige Funktionen

Determinanten sind stetige Funktionen

10.2 Lineare Abbildungen

10.2.1 Lineare Abbildung und Stetigkeit

Seien (V;k:kV ) und (W; k:kW ) normierte R•aume, sei
f : V ! W linear. Die folgenden Aussagen sind•aqui-
valent.

1. f ist stetig

2. Es existiert ein v 2 V so dassf in v stetig ist

3. f ist L -Lipschitzstetig f •ur eine Zahl L

4. Es gibt eine ZahlL 2 R so, dasskf (v)kW � L f•ur
alle v 2 V mit kvkV � 1.

10.2.2 Operatornorm, Vektorraum der linea-
ren stetigen Abbildungen

Es sei f : U ! V eine lineare stetige Abbildung zwi-
schen normierten R•aumen. Wir de�nieren die Opera-
tornorm von f durch

kf k = sup fk f (u)kV j kukU � 1g

Die Menge

L (U; V) = f f : U ! V jf ist linear und stetigg

ist ein Vektorraum, und die Operratornormk:k ist eine
Norm darauf.

� k f (u)kV � k f k kukU gilt f •ur alle u 2 U.

� Die kleinste Lipschitzkonstante ist die Operator-
norm

� Wenn f symmetrisch und V = W dann gilt

kf k = max fj � j j � ist Eigenwert von f g

10.2.3 Vollst •andigkeit

Sein (U;k:kU ) und (V;k:kV ) normierte R•aume, und ist
V vollst•andig (d.h. Banachraum), so ist L (U; V) auch
vollst•andig.

� F•ur alle U ist U� = L (U;R) ein Banachraum. Die-
sen Raum nennt man auchDualraum von U.

10.2.4 endlichdimensionale Vektorr •aume

Sei (V;k:k) ein normierter Vektorraum, f : Rn ! V sei
linear. Dann ist f stetig bezgl. derk:k1-Norm auf Rn .

� siehe auch10.3.4auf der n•achsten Seite

10.3 endlichdimensionale R •aume

10.3.1 Verh •altnis zwischen Normen

Seik:k eine Norm aufRn . Dann gibt es eine Zahlr > 0
so, dass f•ur alle v 2 Rn mit kvk1 = 1 gilt kvk � r .

10.3.2 Stetigkeit der Identi •at zwischen R •au-
men mit verschiedenen Normen

Sei k:k eine Norm auf Rn . Dann ist die Identit •at id :
(Rn ; k:k) ! (Rn ; k:k1) stetig.

10.3.3 Fundamentalsatz •uber endlich-
dimensionale normierte R •aume

Seien (V;k:kV )und (W; k:kW ) normierte R•aume, sei
f : V ! W eine lineare Abbildung. Falls V endliche
Dimension hat, ist f stetig.
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10.3.4 Lipschitzstetigkeit einer endlichdimen-
sionalen linearen Abbildung

Zu einer reellenm � n-Matrix A = ( ajk ) jk betrachten
wir die ineare Abbildung ' A : Rn ! Rm : x 7! Ax .
Mit

L =

vu
u
t

mX

j =1

nX

k=1

(ajk )2

gilt, das ' A eine L -Lipschitz-stetige Abbildung bez•ug-
lich der 2-Normen auf Rn und Rm ist.

� siehe auch10.2.4auf der vorherigen Seite

10.3.5 •Aquivalenz von Normen

Sei V ein Vektorraum, k:k, k:k0 seien Normen aufV .
Die Normen hei�en •aquivalent, falls es Zahlenr; R 2 R
gibt, so dass

kvk � r kvk0 und kvk0 � R kvk

f•ur alle v 2 V . •Aquivalente Normen leifern den gleichen
Konvergenzbegri�.

� Auf jedem endlich-dimensionalen Vektorraum sind
alle Normen •aquivalent (z.B. Rn )

� Die entsprechenden Metrischen R•aume sind also
topologisch •aquivalent. Siehe auch9.1.7 auf Sei-
te 25.

10.3.6 Fixpunkt

Ist f : X ! X eine Abbildung und gilt f (x) = x f•ur
ein x 2 X , so hei�t x Fixpunkt von f .

� Ist f linear, so ist 0 ein Fixpunkt

10.3.7 Banachs Fixpunktsatz

Sei (X; d ) ein vollst•andiger metrischer Raum,f : X !
X seiL -Lipschitzstetig f •ur ein L < 1. Dann hat f genau
einen Fixpunkt.

Genauer gilt: ist x0 2 X ein beliebiger Punkt, x j +1 =
f (x j ) rekursiv, so gilt lim j 2 N x j = w ist der gesuchte
Fixpunkt.

� Absch•atzen des Fehlers bei Abbruch der Iteration
an der l -ten Stelle
d (x l ; w) � L l

1� L � d (x0; x1)

� f (x) = x
2 + 1

x hat den Fixpunkt
p

2

11 O�ene Mengen, O�ene Ab-
bildungen, Kurven, Skalarfel-
der

11.1 Mengen

11.1.1 O�en

Sei (X; d ) ein metrischer Raum. Eine TeilmengeU � X
hei�t o�en in X , falls gilt: zu jedem u 2 U gibt es ein
" > 0 mit B " (u) � U.

� Endliche Durchschnitte und beliebige Vereinigun-
gen von Systemen o�ener Mengen sind wieder of-
fen

� O�ene Intervalle auf R sind o�ene Mengen

� ; � X ist stets o�en in X

� X ist stets o�en in X

11.1.2 o�ene Abbildung

Eine Abbildung f : V ! W wird als o�en bezeichnet,
falls f•ur eine U � V o�en gilt das auch f (U) � W
wieder o�en ist.

11.1.3 Abgeschlossen

Eine TeilmengeA � X eines metrischen Raumes (X; d )
hei�t abgeschlossen, wenn f•ur jede Folge von Elementen
(aj ) j 2 J � A mit Grenzwert x 2 X gilt x 2 A.

� Siehe auch9.1.5 auf Seite 25

11.1.4 Satz •uber o�ene und Abgeschlossen
Mengen

Sei (X; d ) metrischer Raum, U � X . Dann sind gleich-
wertig:

1. U ist o�en in X

2. X nU = f x 2 X jx =2 Ug = A ist abgeschlossen in
X

� Es gibt Mengen, die sowohl abgeschlossen als auch
o�en sind in X , z.B. sind sowohl; ; X abgeschlos-
sene als auch o�ene Mengen inX

� Es gibt Mengen, die weder o�en, noch abgeschlos-
sen sind, z.B. (0; 1] � R; Q � R
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11.1.5 Stetigkeit •uber o�enen und abgeschlos-
senen Mengen

Seien (X; d x )und (Y; dy ) metrische R•aume, f : X ! Y
eine Abbildung. Dann sind •aquivalent:

1. f ist stetig

2. f•ur alle o�enen U � Y ist f � 1 (U) � X o�en

3. f•ur alle abgeschlossenenA � Y ist f � 1 (A) � X
abgeschlossen

11.1.6 Abschluss

F•ur S � X setzte

S =
\

f A � X jA ist abgeschlossen undS � Ag

S ist abgeschlossen undS ist die kleinste abgeschlos-
sene Menge inX , die S enth•alt. S besteht (abgesehen
von S = ; mit S = ; ) genau aus den Grenzwerten
konvergenter Folgen inS. S hei�t Abschlussvon S.

� A = A [ @A

� A � � A � A

� A � \ @A= ;

11.1.7 Inneres

Wir betrachten einen metrischen RaumX . Das Innere
A � =

S
f U � X jU o�en und U � Sg von A ist o�en

(das ist das o�ene Innere von A). A � ist die gr•o�te
o�ene Teilmenge von S.

� A � ist die Vereinigung aller o�enen Teilmengen
von A

� Alternative Schreibweise:
�
A = A �

11.1.8 Rand

Wir betrachten einen metrischen Raum X . Der Rand
@Aeiner MengeA ist die Menge aller Punktep 2 X f•ur
die jede o�ene "-Kugel B " (p) = f x 2 X jd (p; x) < " g
sowol Elemente ausA als auch Elemente ausX nA ent-
h•alt.

@A= f v2 X j8 "> 0:9a2 A;x 2 X nA :d(v;a )<" ^ d(v;x )<" g

� @S= SnS�

11.1.9 kompakte Mengen

Ein Metrischer Raum (X; d) hei�t kompakt, falls jede
Folge (xn )n 2 N in X eine konvergente Teilfolge hat.

� In Rn ist eine TeilmengeX genau dann kompakt
wenn sie abgeschlossen und beschr•ankt bzgl. k:k
ist

� Sei (X; d ) ein metrischer Raum, und A � X
ist kompakt, dann ist A abgeschlossen und be-
schr•ankt

� Es seiA eine abgeschlossene Teilmenge von einem
kompakten Raum X , dann ist A kompakt

� Es sei f : X ! Y eine stetige Abbildung, dann
ist das Bild f (K ) einer kompakten MengeK � X
wieder kompakt

� Jede stetig di�erenzierbare reellwertige Funktion
Rn ! Rauf einer kompakten TeilmengeK � Rn

ist Lipschitz-stetig

� Das Kreuzprodukt von abgeschlossenen Interval-
len ist kompakt:
[a1; b1] � : : : � [an ; bn ] � Rn ist kompakt

11.1.10 Satz von Baire

Sei (X; d ) metrischer Raum und vollst•andig, sei
f Sn jn 2 Ng eine Menge von abgeschlossenen Teilmen-
gen in X . Falls X =

S
f Sn jn 2 Ng, so gibt es einl 2 N;

ein x 2 X und ein " > 0 so, dassB " (x) � Sl (d.h.
Sl

� 6= ; ).

11.1.11 Satz von der o�enen Abbildung

Seien (V;k:kV ) und (W; k:kW ) Banachr•aume, f : V !
W sei linear, stetig und surjektiv. Dann ist f o�en.

11.1.12 Umkehrabbildung

Ist f : V ! W stetig, linear und bijektiv, dann ist f
o�en.

Seig die Umkehrabbildungvon f , dann ist g linear und
stetig.

11.1.13 Verschiedene Aspekte der Stetigkeit

Es seiX; Y metrische R•aume, f : X ! Y eine Abbil-
dung. Dann sind folgende Aussagen•aquivalent:

1. f ist stetig

2. Das Urbild f � 1 (O) jeder o�enen Menge O � Y
ist wieder o�en

3. Das Urbild f � 1 (A) jeder abgeschlossenen Menge
A � Y ist wieder abgeschlossen

4. f
�
A

�
� f (A) f•ur alle Teilmengen A � X

5. f � 1 (B ) � f � 1
�
B

�
f•ur alle Teilmengen B � Y
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11.2 Kurven

11.2.1 De�nition

Sei V ein normierter Raum (z.B. Rn ) mit euklidischer
Norm. Sei J � R ein Intervall (o�en, abgeschlossen,
halbo�en oder J = R). Ein Weg in V ist eine stetige
Abbildung

c : J ! V

t 7! c(t)

� Kurve ist ein •aquivalenter Begri� zu Weg

11.2.2 Peano-Kurve

Eine Peano-Kurve ist eine Raumf•ullende Kurve 
 :
[0; 1] ! [0; 1]2. Sei f : R ! [0; 1] eine stetige 2-
periodische Funktion mit

f (t) =

8
><

>:

0 0 � t < 1
3

3
�
t � 1

3

�
1
3 � t < 2

3

1 2
3 � t � 1

f (t) = f (t + 2)

Da f auf (1; 2) nicht ben•otigt wird spielt die De�niton
dort keine Rolle. Seien weiterx : R ! R und y : R ! R
zwei (Koordinaten)-Funktionen mit

x (t) =
1X

n =1

2� n f
�
32n � 1t

�

y (t) =
1X

n =1

2� n f
�
32n t

�

Dann ist 
 (t) = ( x (t) ; y (t))eine stetige und surjektive
Abbildung.

� 
 ist nicht injektiv. Jeder Punkt bis auf (0 ; 0) und
(1; 1) wird genau 2mal getro�en.

11.2.3 Wegzusammenhang

Ein (metrischer) Raum X hei�t wegzusammenh•angend,
falls sich je zwei Punktex; y 2 X durch einen Weg in
X verbinden lassen.

� stetige Bilder wegzusammenh•angender R•aume
sind wieder wegzusammenh•angend

11.2.4 Geschwindigkeit, di�erenzierbar

Sei J � R o�enes Intervall, c : J ! V eine Kurve,
t0 2 J . Dann gibt es " > 0 so, dass (t0 � "; t 0 + ") � J .

Falls es eine stetige Abbildungp : (� "; " ) ! V gibt,
so dassc( t ) � c( t 0 )

t � t 0
= p(t � t0) gilt f •ur t 6= t0; so hei�t

_c(t0) = p(0) Geschwindigkeit oder Tangentialvektor
der Kurve zur Zeit t0. c ist somit in t0 di�erenzierbar.

Falls c in jedem t 2 J di�erenzierbar ist, hei�t c di�e-
renzierbar, falls zus•atzlich t 7! _c(t) stetig ist, so hei�t
c stetig di�erenzierbar oder C1-Kurve .

� Die Funktion p ist (wenn sie existiert) eindeu-
tig bestimmt, denn f•ur t 6= t0 gilt p (t � t0) =
c(t ) � c( t 0 )

t � t 0
und p(0) = lim n p

�
1
n

�

11.2.5 Satz •uber Di�erenzierbarkeit

Ist V = Rn ; c(t) = ( c1 (t) ; : : : ; cn (t)), so ist c ge-
nau dann (stetig) di�erenzierbar, wenn jedes ein-
zelne cj (stetig) di�erenzierbar ist, und _c(t) =
(_c1 (t) ; : : : ; _cn (t)).

11.2.6 Beschleunigung

Falls c C1-Kurve ist, und falls _c (stetig) di�erenzier-
bar ist, schreibe •c f•ur die zweite Ableitung. •c(t) hei�t
Beschleunigungzur Zeit t.

11.2.7 Rechenregeln f •ur Kurven

J � R o�enes Intervall.

1. c; d : J ! V C1-Kurven
c + d = e : t 7! c(t) + d (t)
_e = _c + _d

2. c : J ! V C1-Kurve
f : J ! R C1-Funktion
e = c � f : t 7! c(t) � f (t)
_e(t) = _c(t) � f (t) + c(t) � f 0(t)

3. Umparameterisierung von c
c : J ! V C1-Kurve
f : I ! R C1-Funktion mit f (I ) � J
e = c � f : t 7! c(f (t))
_e(t) = _c(f (t)) � f 0(t)

4. c : J ! V C1-Kurve
f : V ! W stetig und linear
e = f � c ist C1-Kurve
_e(t) = f (_c(t))

11.2.8 di�erenzieren auf abgeschlossenen In-
tervall

Ist c : [a; b] ! V Kurve. Falls es ein r > 0 gibt, eine
(stetig) di�erenzierbare Kurve ~c : (a � r; b + r ) ! V
mit c(t) = ~c(t) f •ur alle t 2 [a; b], so hei�t c (stetig)
di�erenzierbar auf [ a; b], setze _c(t) = _~c(t) f •ur t 2 [a; b].

� Bislang waren ableitungen nur auf o�enen Inter-
vallen de�niert. Hier wird das ganze auf abge-
schlossene erweitert.
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11.2.9 Bogenl •ange

Sei c : [a; b] ! V stetig di�erenzierbar. Die Bogenl•ange
von c ist L (c) =

Rb
a k_c(t)k dt.

11.2.10 Umparameterisierung und Bogenl •an-
ge

Ist c : J ! V C1-Kurve, J = [ a; b], ist ' : I ! R
C1-Funktion streng monoton wachsend (d.h.' 0(t) > 0
f•ur alle t), I = [ u; v] mit ' (u) = a, ' (v) = b. Dann
gilt

L (c) = L (c � ' )

� Die Kurvenl •ange•andert sich nicht bei streng mo-
notonen Umparameterisierungen.

11.3 Skalarfelder

11.3.1 Di�erential

SeiV ein normierter Raum, U � V o�en, sei f : U ! R
stetig. Sei xo 2 U. Wir sagen f ist di�erenzierbar im
Punkt x0, falls es r > 0 gibt, eine stetige Funktion
� : B r (0) ! R, und eine stetige lineare Abbildung
g : V ! R, so dass gilt:� (0) = 0 und

f (x0 + h) � f (x0) = � (h) khk + g(h)

f•ur alle h mit khk < r .

Dann hei�t df (x0) = g Ableitung oder Di�erential von
f in xo.

Falls f in jedem Punkt x 2 U di�erenzierbar, so hei�t
f di�erenzierbar , falls die Abbildung

U ! V � = L (V;R)

x 7! df (x)

stetig ist, hei�t f stetig di�erenzierbar oder G1-
Funktion.

� Falls f in x0 die Bedingungen der De�nition er-
f•ullt, so ist df (x0) eindeutig durch f bestimmt.

� Das Di�erential df (x0) ist eine Lineare Abbildung
V ! R, d.h. df (x0)liegt im Dualraum V � =
L (V;R). Das ist ebenfalls ein normierter Raum,
sogar ein Banachraum.

� V � tr •agt die Operatornorm kdf (x)k =
supfk df (x) (h)k j khk � 1g

� (x; h) 7! df (x) (h) ist stetig

11.3.2 Kettenregel 1

SeiU � V o�en, f : U ! R C1-Funktion, J � R o�en,
c : J ! V stetig di�erenzierbare Kurve mit c(J ) � U.
Dann ist g = f � c mit

g : J ! R

t 7! f (c(t))

ebenfalls stetig di�erenzierbar, mit Ableitung

g0(t) = df (c(t)) (_c(t))

11.3.3 Kettenregel 2

SeiU � V o�en, f : U ! R C1-Funktion, J � R o�en,
c : J ! R reelle Funktion mit f (U) � J . Dann ist
g = c � f mit

g : U ! R

t 7! c(f (t))

ebenfalls stetig di�erenzierbar, mit Ableitung

dg(u) (h) = c0(f (u)) � df (u) (h)

11.3.4 Richtungsableitung

Ist v 2 V , so hei�t

DV f (x) = df (x) (v)

Richtungsableitungvon f an der Stelle x in Richtung
v.

11.3.5 Partielle Ableitung

Sei V = Rn , v = ei . Dann ist

df (x) (ei ) = Dei f (x) =
@f
@xi

(x)

die i -te partielle Ableitung von f an der Stellex i .

� Man kann schreiben

@f
@xi

(x) = lim
t ! 0

f (x + t � ei ) � f (x)
t

� Die i -te Partielle Ableitung erh •alt man, indem
man v1; : : : ; vi � 1; vi +1 ; : : : ; vn als konstanten be-
handelt und formal nach vi ableitet.

11.3.6 Rechenregeln des Di�erentials

Sei U � V o�en, C1 (U) die Menge aller stetig di�e-
renzierbaren Funktionen aufU. Das ist ein reeller Vek-
torraum und ein Ring, also eine reelle Algebra. Es gilt:

1. d (f + g) = df + dg

2. d (r � f ) = r � df

3. Leipnitzregel
d (f � g) = df � g + dg � f
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11.3.7 A�ne Abbildung

Ist f : V ! R linear und stetig, t 2 V , so ist die
Abbildung g : v 7! t + f (v) stetig di�erenzierbar, und
dg(u) (v) = f (v).

11.3.8 Gradient

F•ur U � Rn o�en, f : U ! R C1-Funktion betrachte
den Gradienten

grad (f ) (u) = r f (u)

=
�

@f
@x1

(u) ; : : : ;
@f
@xn

(u)
�

Das innere Produkt auf Rn mit hx; y i =
P n

i =1 x i yi .
Dann gilt:

hr f (u) ; hi = df (u) (h)

� Wenn h ein inneres Produkt aufV ist, so de�niert
man den Gradienten•uber die Gleichung

df (u) (v) = h (r f (u) ; v)

11.3.9 Kriterium f •ur stetige Di�erenzierbar-
keit

Sei U � Rn o�en, f : U ! R stetig. Dann ist f stetig
di�erenzierbar genau dann, wenn alle partiellen Ablei-
tungen @f

@xi
(u) existieren und stetig in u sind.

F•ur das Di�erential gilt dann

df (u) (h) =
nX

i =1

@f
@xi

(u) hi = hr f (u) ; hi

12 Di�erentialrechnung in Vek-
torr •aumen

12.1 Ableitung

12.1.1 De�nition

SeienV; W normierte R•aume,U � V o�en, f : U ! W
stetig, sei u 2 U.

Wir sagen f ist diferenzierbar in u, falls es eine lineare
Abbildung g : V ! W gibt, und eine stetige Abbildung
� : B V

r (0) ! W mit � (0) = 0, so dass gilt

f (u + h) � f (u) = g(h) + � (h) � khk

f•ur alle h 2 B V
r (o), dabei sei r > 0 so gew•ahlt, dass

B V
r (0) � U. Die Funktion g hei�t Ableitung von f in

u, schreibe
g = Df (u) 2 L (V; W)

Falls f in jedem Punkt u 2 U eine Ableitung hat, hei�t
f di�erenzierbar . Falls zus•atzlich die Abbildung

U ! L (U; V)

u 7! Df (u)

stetig ist, hei�t f stetig di�erenzierbar oder C1-
Funktion.

� g ist durch f und u eindeutig bestimmt.

� Df (u) (h) = g (h)

� lim t ! 0
f (x + t �h) � f (x )

t = Df (x) (h)

12.1.2 •Uberblick •uber verschiedene Ablei-
tungsbegri�e

SeiV ein reeller normierter Vektorraum und seienJ �
R und U � V o�en.

Analysis 1 f : J ! R

� Df (x) 2 L (R; R) ~= R

� Df (x) : v 7! v � f 0(x)

� Df (x) (1) = f 0(x)

Kurven c : J ! V

� Dc (t) 2 L (R; V ) ~= V

� Dc (t) : x 7! x � _c(t)

� Dc (t) (1) = _c(t)

reelle Funktionen f : U ! R

� Df (u) = df (u) 2 L (U;R)

� in manchen B•uchern wird zwischen Df und df
nicht unterschieden

12.1.3 a�ne Abbildung

Ist g : V ! W linear und stetig, t 2 V und f (v) = t +
g(v). Damit ist f C 1-Funktion mit Ableitung Df (u) =
g.

� f•ur g = t + Ax mit Matrix A gilt:
Df (u) (v) = Av

12.1.4 Struktur der Ableitungen

Sei U � V o�en, V; W normierte R•aume, C1 (U; W)
die Menge allerC1 Abbildungen von U nach W .

Dann ist C1 (U; W)ein reeller Vektorraum. Es gilt f •ur
alle f; g 2 C1 (U; W) und r 2 R

1. D (g + f ) (u) = Dg (u) + Df (u)

2. D (r � f ) (u) = r � Df (u)
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12.1.5 Jakobimatrix

F•ur V = Rn ; W = Rm , U � V o�en und f :
U ! V mit f (u) = ( f 1 (u) ; : : : ; f m (u)) 2 Rm . Wenn
f C 1-Funktion ist, so auch f 1; : : : ; f m mit f (u) =P m

k=1 ek f k (u). F•ur die Ableitung gilt dann mit v =
(v1; : : : ; vn ) 2 Rn

Df (u) : Rn ! Rm

Df (u) : v 7!
� P n

k =1
@f1
@xk

(u) �vk ;:::;
P n

k =1
@fm
@xk

(u) �vk

�

= ( hr f 1 (u) ; vi ; : : : ; hr f n (u) ; vi )

= [ Df (u)] � v

mit

[Df (u)] =

0

B
@

@f1
@x1

(u) : : : @f1
@xn

(u)
...

. . .
...

@fm
@x1

(u) : : : @fm
@xn

(u)

1

C
A 2 Rm � n

[Df (u)] wird als Jakobimatrix von Df (u) bezeichnet.

12.1.6 Kettenregel

Sind X; Y; Z normierte R•aume, U � X o�en, V � Y
o�en, f : U ! Y und g : V ! Z C 1-Funktionen mit
f (U) � V . Dann ist g � f : U ! Z : u 7! g (f (u))
ebenfallsC1-Funktion und

D (g � f ) (u) = Dg (f (u)) � Df (u)

12.1.7 H •ohere Ableitungen

Ist U � V o�en, f : U ! W C1-Funktion. Dann
ist Df : U ! L (V; W) stetig. Falls Df ebenfalls C1-
Funktion ist, hei�t f zweimal stetig di�erenzierbar oder
C2-Funktion. Schreibe D (Df ) = D 2f f•ur die zweite
Ableitung.

Entsprechend de�niert man k-mal stetig di�e-
renzierbare Funktionen, D k f = k-te Ablei-
tung. Man erh•alt Vektorr •aume Ck (U; W) =
f f : U ! W jf k -mal stetig di�erenzierbar g.

12.1.8 Bilinearit •at der zweiten Ableitung

f (u) 2 W sei ein Vektor und Df (u) 2 L (V; W) linea-
re Abbildung. Betrachte die zweite Ableitung D 2f 2
L (V;L (V; W)).

Es gilt

D 2f (u) : V � V ! W

(x; y) 7! D 2 (u) (x) (y) = D 2f (u) (x; y)

D 2f : U � V � V ! W

D 2f (u) (x; y) ist linear in x uns y und somit eine bili-
neare Abbildung.

F•ur J � R o�en und f : J ! R gilt D 2f (u) =
((x; y) 7! x � y � f 00(u)).

� Potentiale sind die verallgemeinerung von Stamm-
funktionen

12.1.9 Hesse-Matrix

U � Rn o�en, f : U ! R. F•ur die zweite Ableitung
gilt

D 2f (u) (x; y) = ( x1; : : : ; xn )
�

@2f
@xl @xk

(u)
�

0

B
@

y1
...

yn

1

C
A

= xT Hf (u) y

Die Matrix

Hf (u) =
�

@2f
@xl @xk

(u)
� n

k;l =1

=

0

B
@

@f
@x1 @x1

(u) : : : @f
@xn @x1

(u)
...

. . .
...

@f
@x1 @xn

(u) : : : @f
@xn @xn

(u)

1

C
A

hei�t Hessematrix von f in u.

� F•ur f 2 C2 gilt Hf (u) = Hf (u)T

12.1.10 Vertauschbarkeit von Ableitungen

Ist U � V o�en, f : U ! R eine C2-Funktion und
u 2 U, so gilt

D 2f (u) (x; y) = D 2f (u) (y; x)

f•ur alle x; y 2 V. Das hei�t D 2f (u) ist eine symmetri-
sche Bilinearform.

� Die partiellen Ableitungen einer C2-Funktion im
Rn gilt

@2f
@xi @xj

(u) =
@2f

@xj @xi
(u)

� Die HessematrixHf (u) ist symmetrisch

Hf (u) = Hf (u)T

12.1.11 Potentiale

Sei U � Rn o�en, f : U ! Rn sei eineC1-Funktion.
Frage: gibt es F : U ! R mit r F = f ? Wenn ja, so
hei�t F Potential zum Feld f ).

Falls es ein Potential F passend zuf gibt, gilt ist F
eine C2-Funktion. Es muss also f•ur f gelten

@fi
@xj

(u) =
@fj
@xi

(u)

Im R3 ist diese notwendige Bedingung•aquivalent mit
Rotation von f = 0

rot ( f ) =

0

B
@

@f3
@x2

� @f2
@x3

@f1
@x3

� @f3
@x1

@f2
@x1

� @f1
@x2

1

C
A = 0
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Falls U sternf•ormig ist, sind diese Bedingung nicht nur
notwendig, sondern auch hinreichend.

Sternf•ormig bedeutet, das es einen ausgezeichneten
Punkt im Raum gibt, von dem aus man alle anderen
Punkte mit in der Menge liegenden Verbindungsgraden
erreichen kann.

12.1.12 Besondere Ableitungen

A�ne Abbildung siehe12.1.3auf Seite 33

Bilineare Abbildung f (x; y) sei bilinear
Df (x; y) (v; w) = f (x; w) + f (v; y)

Inneres Produkt f (x) = hx; x i = xT Ax mit A =
AT

Df (x) (v) = 2 xT Av

12.2 Lokale Extrema reeller Funktio-
nen

12.2.1 Extrema

Sei (X; d ) ein metrischer Raum, f : X ! R stetig.
Wir sagen f hat in x 2 X ein Maximum / Minimum ,
falls f•ur alle z 2 X gilt f (x) � f (z) (bzw. f (x) �
f (z)). Falls zus•atzlich f•ur z 6= x stets gilt f (x) > f (z)
(bzw. f (x) < f (z)), so spricht man von einemstrikten
Maximum (oder Minmum).

Falls es eine KugelB r (x) gibt, so dassf auf B r (x) ein
(striktes) Maximum oder Minimum hat, so spricht man
von einem lokalen (strikten) Maximum / Minimum.

(strikte) (lokale) Maxima und Minima werden allge-
mein als (strikte ) (lokale) Extrema bezeichnet.

12.2.2 Kriterium f •ur Extrema / kritische
Punkte

Sei U � V o�en, V normierter Raum, f : U ! R sei
eine C1-Funktion. Falls f in u 2 U ein (lokales) Ex-
tremum hat, so gilt df (u) = 0 (Nullabbildung). Falls
V = Rn , ist das gleichbedeutend mitr f (n) = 0 (Null-
vektor).

Die Punkte u 2 U mit df (u) = 0 hei�en kritische Punk-
te von f .

12.2.3 notwendig f •ur lokale Maxima und Mi-
nima

Falls f in u ein lokales Maximumhat, gilt

D 2f (u) (v; v) � 0

falls f in u ein lokales Minimum hat, gilt

D 2f (u) (v; v) � 0

f•ur alle v 2 V .

� Dies entspricht positiver bzw. negativer semide�-
nitheit von D 2f (u).

� Dies ist nur Notwendig, hinreichend ist erst die
De�nitheit ohne das \Semi".

12.2.4 de�nit

Eine symmetrische Bilinearform h : V � V ! R hei�t

positiv de�nit falls h (v; v) > 0 f•ur alle v 6= 0 gilt

positiv semide�nit falls h (v; v) � 0 f•ur alle v 2 V
gilt

negativ de�nit falls h (v; v) < 0 f•ur alle v 6= 0 gilt

negativ semide�nit falls h (v; v) � 0 f•ur alle v 2 V

Falls keine dieser Eigenschaften zutri�t, hei�t h inde�-
nit .

12.2.5 Entwickeln einer Funktion mit ihren
Ableitungen

Ist ' : (� r; r ) ! R C2-Funktion, so gilt

' (t) = ' (0) + ' 0(0) � t +
Z t

0
' 00(s) ( t � s) ds

12.2.6 Zweite Ableitung als Norm

Falls es ein� > 0 gibt, so dassD 2f (u) (v; v) � � f•ur alle
v mit kvk = 1, so gibt es r > 0 so, dassD 2f (~u) (v; v) �
�
2 f•ur alle ~u 2 B r (u).

� Die Bedingung D 2f (u) (v; v) � � besagt folgen-
des: die Norm kvkU =

p
D 2f (u) (v; v) ist •aqui-

valent zur Norm, mit der wir auf V angefangen
haben. Weil auf Rn alle Normen •aquivalent sind,
folgt dort (im Rn ) die Existenz von � schon, falls
D 2f (u) positiv de�nit ist.

12.2.7 Hinreichendes Kriterium f •ur lokale Ex-
trema

Sei U � V o�en, f : U ! R eine C2-Funktion, sei u
ein kritischer Punkt von f .

Falls es ein� > 0 gibt, so dassD 2f (u) (v; v) � � f•ur
alle v 2 V mit kvk = 1 gilt, so hat f in u ein striktes
lokales Minimum.

Falls es ein� > 0 gibt, so dassD 2f (u) (v; v) � � � f•ur
alle v 2 V mit kvk = 1 gilt, so hat f in u ein striktes
lokales Maximum.
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12.2.8 Hinreichendes Kriterium f •ur lokale Ex-
trema in endlicher Dimension

Sei U � Rn o�en, f : U ! R C2-Funktion, u 2 U
mit r f (u) = 0. Falls die Hessematrix Hf (u) positiv
de�nit ist, so hat f in u ein striktes lokales Minimum,
falls Hf (u) negativ de�nit ist, so hat f in u ein striktes
lokales Maximum.

12.2.9 Tr •agheitssatz von Silvester

Sei S 2 Rn � n eine symmetrischen � n-Matrix. Dann
gibt es eine orthogonale MatrixU 2 Rn � n (d.h. UUT =
I n bzw.

P n
k=1 uik ujk = � ij bzw. die Spalten von U

bilden eine Orthonormalbasis f•ur Rn ) so dass

D = UT SU =

0

B
@

d1 0
. . .

0 dn

1

C
A

eine Diagonalmatrix mit d1 � d2 � : : : � dn . Die Zah-
len d1; : : : ; dn hei�en Eigenwerte von S.

Die Matrix S ist positiv/negativ (semi)-de�nit genau
dann, wenn D es ist. Also:

1. S ist positiv de�nit , d1; : : : ; dn > 0

2. S ist positiv semi de�nit , d1; : : : ; dn � 0

3. S ist negativ de�nit , d1; : : : ; dn < 0

4. S ist negativ semi de�nit , d1; : : : ; dn � 0

� Spur (D ) = Spur ( S)
det (D ) = det ( S)

� F•ur n = 2 gilt:

1. S ist positiv de�nit , det (S) > 0 und
Spur (S) > 0

2. S ist negativ de�nit , det (S) > 0 und
Spur (S) < 0

12.2.10 Hurwitz-Kriterium

Eine Symmetrische Matrix A ist positiv de�nit genau
dann, wenn f•ur alle k = 1 ; : : : ; n

det

0

B
@

a11 : : : a1k
...

. . .
...

ak1 : : : akk

1

C
A > 0

ist. Also die Determinanten aller quadratischen Aus-
schnitte aus der Matrize A die die obere Linke Ecke
enthalten.

12.3 Extrema mit Nebenbedingungen

12.3.1 Niveaumenge

U � V o�en, V Banachraum, q : U ! R C1-Funktion.
F•ur r 2 R ist M r = f v 2 Ujq(v) = rg = q� 1 (r ) die
Niveaumengezum Wert r .

SeiH ein weiterer Banachraum,u 2 M r , ' : B H
" (0) !

V sei C1-Funktion. Wir sagen, ' parameterisiert M r

nahe u, falls es � > 0 gibt, so dassM r \ B V
� (u) =

'
�
B H

" (0)
�

\ B V
� (u) und falls D' (x) injektiv ist f •ur

alle x 2 B H
" (0).

Falls M r in jedem Punkt u 2 M r solch eine Paramete-
risierung hat, hei�t M r � U Hyper
 •achein U.

� F•ur V = R2 sind NiveaumengenH•ohenlinien auf
dem Graphen der Funktion q.

� Ich kann sozusagen eine Umgebung um den Null-
punkt eines Vektorraums auf eine Niveaumenge
abbilden.

12.3.2 Existenz einer Parameterisierung

Vorraussetzungen und Notation siehe 12.3.1. Falls
dq(u) 6= 0, so hat M r = q� 1 (q(u)) eine Paramete-
risierung naheu.

12.3.3 Tangentialraum

Voraussetzungen und Notation siehe12.3.1. Man nennt
H = ker ( dq(u)) = Tu (M r ) Tangentialraum von M r in
u.

12.3.4 Extrema mit Nebenbedingung,
Lagrange-Multiplikator

SeiU � V o�en, V Banachraum,q : U ! R f : U ! R
C1-Funktion, M r = q� 1 (r ).

Falls u 2 M r ein Extremum von f jM r ist (d.h. u ist
Extremum von f mit Nebenbedingung q(u) = r ) und
falls dq(u) 6= 0, so gibt es ein � 2 R mit df (u) =
� � dg(u). � hei�t Lagrange-Multiplikator . F•ur V = Rn

bedeutet dasr f (u) = � r q(u).

� Dies ersetzt die Bedingung Df (x) = 0

12.3.5 Extrema auf kompakten Mengen

Ist K � Rn abgeschlossen und beschr•ankt (also Kom-
pakt), ist f : K ! R stetig, so hat f auf K ein Maxi-
mum und ein Minimum.
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13 Mittelwertsatz und Satz von
lokalen Inversen

13.1 Integrale

13.1.1 Raum der beschr •ankten Funktionen

Sei V ein Banachraum (= vollst •andiger normierter
Raum), J = [ a; b]. Eine Funktion f : J ! V hei�t
beschr•ankt, falls die Mengefk f (t)k jt 2 J g beschr•ankt
ist. Sei B (J; V ) die Menge aller beschr•ankter Funktio-
nen f : J ! V . B (J; V ) ist ein reeller Vektorraum. Set-
ze kf (t)k1 = sup ffk f (t)k jt 2 J gg (Supremum von
f ). Damit wird B (J; V ) ein normierter Vektorraum.

� B (J; V ) ist ein Banachraum

13.1.2 Stufenfunktion

Eine Funktion f 2 B (J; V ) hei�t Stufenfunktion, falls
es Zahlen

a = s0 < s 1 < : : : < s n = b

gibt, so dass f j(si ;s i +1 ) = const: gilt. Die Menge
Step (J; V ) = f f : J ! V jf ist Stufenfunktion g ist ein
Untervektorraum von B (J; V ).

Der Abschluss von Step (J; V ) in B (J; V ) besteht aus
allen beschr•ankten Funktionen, die Grenzwerte (bzgl.
k:k1 ) von Stufenfunktionen sind. Solche Funktionen
hei�en Regelfunktionen, sie bilden einen Untervektor-
raum R (J; V ) � B (J; V ). Weil B (J; V ) vollst •andig
ist, ist R (J; V ) ebenfalls vollst•andig.

Ist f 2 Step (J; V ) bzgl. Zerlegunga = s0 < s 1 < : : : <
sn = b, setze

Z b

a
f (t) dt =

n � 1X

i =0

f
�

si +1 + si

2

�
(si +1 � si ) 2 V

F•ur eine Regelfunktion f ; J ! V , die Grenzwert einer
Folge (f i ) i 2 I von Stufenfunktionen ist, setze

Z b

a
f (t) dt = lim

i 2 I

Z b

a
f i (t) dt

� J = [ a; b] � R, V vollst•andiger Vektorraum
Step (J; V ) � R (J; V ) � B (J; V )

� Integrieren ist eine Lineare Abbildung:Rb
a (f (t) + g(t)) dt =

Rb
a (f (t)) dt +

Rb
a (g (t)) dt

Rb
a (� � g (t)) dt = � �

Rb
a (g (t)) dt

�







Rb
a f (t) dt






 �

Rb
a kf (t)k dt �

Rb
a kf k1 dt =

(b� a) � kf k1

� Stetige Funktionen sind Regelfunktionen
C (J; V ) � R (J; V )

13.1.3 Lineare Abbildung und Integral

Ist ' : V ! R linear und stetig, so gilt

'

 Z b

a
f (t) dt

!

=
Z b

a
' (f (t)) dt

Im Rn mit f : J ! Rn und

f (t) = ( f 1 (t) ; : : : ; f n (t)) so

gilt
Z b

a
(t) dt =

 Z b

a
f 1 (t) dt; : : : ;

Z b

a
f n (t) dt

!

Sind V; W Banachr•aume, dann gilt f•ur ' : V ! W
linear und stetig

'

 Z b

a
f (t) dt

!

=
Z b

a
' (f (t)) dt

Insbesondere: SindX; Y Banachr•aume, f : J !
L (X; Y )
| {z }

Banachraum

Regelfunktion, so gilt f•ur jedes x 2 X

 Z b

a
f (s) ds

!

(x) =
Z b

a
f (s) (x) ds

denn die Abbildung f (s) 7! f (s (x)) ist linear.

13.1.4 Ableitung eines Integrals

Ist f : J ! V stetig, t0 2 (a; b) = J , so ist

c(t) =
Z t

t 0

f (s) ds

eine C1-Kurve, mit Ableitung _c(t) = f (t). F•ur t < t 0

ist
Rt

t 0
f (s) ds = �

Rt 0

t f (s) ds.

� F•ur eine C1-Kurve gilt insbesondere
c(t1) � c(t0) =

Rt 1

t 0
_c(s) ds

13.1.5 Mittelwertsatz der Integralrechnung in
Vektorr •aumen

SeienV; W Banachr•aume, U � V o�en, f : U ! W
C1-Abbildung. Sei u 2 U und v 2 V so, dassu + v � s 2
U f•ur alle s 2 [0; 1]. Dann gilt

f (u + v) � f (u) =
Z 1

0
Df (u + v � s) (v) ds

=
� Z 1

0
Df (u + v � s) ds

�
(v)

� Sind V; W Banachr•aume, u 2 U � V , U o�en,
u + h 2 B r (u) � U, so gilt

kf (u+ h) � f (u)k�k hk� supf Df (u+ h�t ) j0� t � 1g

falls f u + v � sjs 2 [0; 1]g � U
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13.2 Invertieren von Funktionen

13.2.1 von Neumannsche Reihe - Inverses

SeiV ein Banachraum,f 2 L (V; V) mit kf k < 1. Dann
hat die lineare Abbildung (id v � f ) : v 7! v � f (v) ein
stetiges Inverses n•amlich

(idV � f )� 1 =
1X

k=0

f k

mit f 0 := id V und f k = f � f � : : : � f
| {z }

k � mal

.

13.2.2 Gruppe von invertierbaren linearen
Abbildungen

Sei V ein Banachraum,

Gl (V ) = f f 2 L (V; V) jf hat stetiges Inversesg

Dann ist Gl (V ) eine Gruppe (bzgl Komposition von
Abbildungen und o�en in L (V; V).

� Die Abbildungen (g; h) 7! g � h und g 7! g� 1 sind
stetig in Gl (V )

13.2.3 Satz vom lokalen Inversen

Sei V; W Banachr•aume, U � V o�en f : U ! W C1-
Funktion, u 2 U. Falls Df (u) : V ! W bijektiv ist,
dann gibt es r > 0 eineC1-Funktion g : B W

r (f (u)) !
V , so dass

(g � f ) (v) = v

(f � g) (w) = w

an Stellen wo dieses Sinn macht gilt (De�nitionsberei-
che!).

� Nahe beiu l•asst sich die Gleichungf (v) = w ein-
deutig und stetig di�erenzierbar nach v au
 •osen.

13.2.4 Notation f •ur implizite Funktionen

Sind X; Y; Z Banachr•aume,U � X; V � Y o�en.

f : U � V ! Z

f (x; y) = z

sei C1-Funktion, so ist Df (x; y) : X � Y ! Z linear.
Schreibe f•ur a 2 X; b 2 Y

Df (x; y)
�

a
b

�
= ( D1f (x; y) ; D2f (x; y))

�
a
b

�

= D1f (x; y) (a) + D2f (x; y) (b)

� Diese Schreibeise geht auf die Verwendung von
Blockmatrizen zur•uck

13.2.5 Satz •uber implizite Funktionen

SeienX; Y; Z Banachr•aume, U � X; V � Y o�en, f :
U � V ! Z sei C1-Funktion, sei (u; v) 2 U � V .

Falls D2f (u; v) : Y ! Z ein Isomorphismus ist, so gibt
esÛ � U o�en, g : Û ! V C1-Funktion mit g(u) = v,
so dassf (x; g (x)) = f (u; v) gilt f •ur alle x 2 Û.

� Man kann die Gleichung f (x; y) = const nahe u
nach y au
 •osen

� Isomorphismus, det ([D2f (x; v)]) 6= 0

� Wenn ich die Gleichung f (x1; : : : ; xn ) = k nach
x i au
 •osen will, muss ich testen, ob @f

@xi
6= 0 ist.

Falls f vektorwertig ist, muss dieses f•ur jedes f i

aus f = ( f 1; : : : ; f m ) gelten.

13.2.6 Diagonalisierbarkeit von symmetri-
schen Matizen

Ist A 2 Rn � n symmetrisch (d.h. A = AT ), so gibt es
eine Orthonormalbasisb1; : : : ; bn desRn aus Eigenvek-
toren von A. Bzgl. dieser Basis hatA also Diagonalge-
stalt mit den Eigenwerten auf der Diagonalen.

� Dies ist nur •uber R richtig, nicht z.B. •uber Q

13.2.7 Ableitung einer Impliziten Funktion

SeiF : V � W ! Z di�erenzierbare Funktion, g : V !
W ebenfalls di�erenzierbar und es geltef (x; g (x)) = 0
f•ur alle x 2 V . An allen anderen Punkten x0 2 V an
denenD2f (x0; g (x0)) invertierbar ist gilt

Dg (x0) = � D2f (x0; g (x0)) � 1 D1f (x0; g (x0))

� Geht auch, wenn f (x; g (x)) = c f•ur festesc 2 Z
ist.

14 Funktionenreihen

14.1 Taylorreihe

14.1.1 De�nition

Ist f eine unendlich oft di�erenzierbare Funktion
(glatt), betrachte ihre Taylorreihe

1X

n =0

1
n!

f (n ) (0) xn

im Entwicklungspunkt 0.

Falls f Potenzreihe ist, stimmt sie mit ihrer Taylorreihe
•uberein.

� Die Taylorreihe liefert nicht immer die richtige
Funktionsreihe zur•uck
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14.1.2 Entwicklung mit endlicher Summe

Sei U � R o�enes Intervall, x0 2 U. Dann gilt auf
einem Intervall (x0 � r; x 0 + r ) � U

f (x0 + t) =
nX

i =0

1
i !

f ( i ) (x0) t i + Rn +1 (t)

mit

Rn +1 (t) =
1
n!

Z t

0
(t � s)n f (n +1) (x0 + s) ds

falls f 2 Cn +1 (U;R).

14.1.3 Fehlerabsch •atzung

Ist f 2 Cn +1 (U;R) wie in 14.1.2, so gibt es � :
(� r; r ) ! R stetig mit � (0) = 0 und

f (x0 + t) =
nX

i =0

1
i !

f ( i ) (0) t i + � (t) tn

14.1.4 Vektorwertige Funktionen

U � V o�en, f : U ! W Cn +1 -Funktion.

f (u + h) = f (u) + Df (u) (h) +
1
2

D 2f (u) (h; h)

+ : : : +
1
n!

D n f (u)

0

B
@h; : : : ; h

| {z }
n � mal

1

C
A

+ Rn +1 (h)

mit

R n +1 (h)= 1
n !

R1
0 D n +1 f (u+ h�s)

0

B
B
@h; : : : ; h

| {z }
n +1 � mal

1

C
C
A (1 � s)n ds

14.2 Fourierreihe

14.2.1 Orthonormalsystem

Sei (V; h) Hilbertraum (d.h. V ist Vollst •andig, bzgl
Norm kvk =

p
h (v; v)). Eine Teilmenge B � V ,

B = f bi ji 2 I g hei�t Orthonormalsystem (ONS), falls

h (bi ; bj ) = � ij =

(
1 falls i = j

0 sonst

Ein ONS hei�t vollst•andig, fallss der von B erzeugte
Unterraum W = span (B ) dicht ist, d.h. falls W = V .

� Jeder Hilbertraum hat ein vollst •andiges ONS

14.2.2 Fourrierkoe�zienten

ISt v 2 V und ist B vollst•andiges ONS, so hei�en die
Zahlen vi = h (v; bi ) Fourierkoe�zienten von V . F•ur
I = N konvergiert dann

v =
1X

k=0

bk vk

gegenv.

14.2.3 Fourierentwicklung mit Trigonometri-
schen Funktionen

Sei V = C ([� �; � ] ; R) und h (f; g ) =
R�

� � f (s) g (s) ds
ist inneres Produkt auf V . Leider ist V kein Hilber-
traum, aber er l•asst sich zu einem Hilbertraum

�
V̂ ;ĥ

�

vervollst•andigen (Daf•ur w•urde man einen anderen In-
tegralbegri� ben •otigen).

Betrachte

b0 (t) =
1

p
2�

b2k (t) =
1

p
�

cos (kt)

b2k+1 (t) =
1

p
�

sin (kt)

Die Mengef bk jk 2 Ngist ein vollst•andiges ONS.

F•ur f 2 V̂ (insbesondere f•ur f 2 V ) betrachte die
Fourierkoe�zienten

h (f; bn ) = f n =
Z �

� �
f (s) bn (s) ds

die zugeh•orige Fourierreihe ist

1X

k=0

bk (t) f k

sie konvergiert in v̂ gegenf bzgl. der durch ĥ gegebenen
Norm.

� Das bedeutet i.a. keine punktweise Konvergenz der
Fourierreihe gegen die Funktion.

� S•agezahn, konvergiert punktweise

�
2

�
4
�

1X

k=0

cos ((2k + 1) � t)

(2k + 1) 2

� Rechteck, konvergiert gleichm•assig

f (t) = sign ( t) =

8
><

>:

1 f•ur t > 0

0 f•ur t = 0
� 1 f•ur t < 0

f (t) =
4
�

1X

k=0

sin ((2k + 1) � t)
2k + 1
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14.2.4 Konvergenzkriterium

Ist f 2 C ([� �; � ] ; R) Lipschitzstetig (insbesondere
C1-Funktion), so konvergiert die Fourierreihe punkt-
weise gegenf .

Ist f sogarC2-Funktion, dann konvergiert die Fourrier-
reihe gleichm•assig gegenf .
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