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Verkniipfungen

e Negation
—a: nicht a

e Implikation
a = b: aus a folgt b

e Aquivalenz
a <= b: a und b sind dquivalent (gleichwertig)

e Konjunktion
aAb:aund b

e Disjunktion

aVb: aoderbd
Wahrheitstabelle:
|a|b||ﬂa|a\/b|a/\b|aéb|a<i>b|
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1 VEKTRORAUME

Quantoren

e Allquantor Vz : ¢(z)
fiir alle x gilt p(x).
zB.VreN:2? e N=Vg:2?2 €N

e Existenzquantor 3z : ¢(z)
es gibt (mindestens) ein z fiir das p(x) gilt.
z.B. 3z e N:p(x) =35 : o(x)

e Iz : p(x) oder Iz : (x)
es gibt genau ein « fiir das ¢(x) gilt.

e Negation Vz : H(z) & -3z : ~H(x)
Es gilt fur alle z, H(z) < Es gibt nicht ein z, fiir
das H(z) nicht gilt.

Rechenregeln

e Kommutativgesetz
aNb=bAa
aVb=bVa

e Assoziativgesetz
(anbd)he=an(bAc)
(avb)Ve=aV (bVe)

e Distributivgesetz
aN(bVe)=(aAb)V(aNc)
aV((bAc)y=(aVb)A(aVec)

e De Morgan

= (aVb) = (ma) A (=b)
~(anb) = (a) V (=b)

e doppelte Negation
- (ﬁa/) = Qa
e Rechenregeln des logischen Schlieflens
— direkter Schluss
(AN(A=B))=1DB

— indirekter Schluss
[(=B) A (A= B)| = (-4)

— Kontraposition
(A= B) = (-B = —A)

e Negation von Quantoren
—(Va:¢(a)) & (Ja:—p(a))
—(Fa:¢(a)) & (Va:—p(a))

e necutrales Element

aVi=a
ant=1
aVw=w
aANw=a

e inverses Element
aV(-a)=w
aA(-a)="f



1.1 Gruppen, Ringe, Korper

Eigenschaften von Aussagen

Widerspruch (Symbol: Blitz) heifit eine zusammen-
gesetzte Aussage, wenn sie immer falsch ist.

z.B. AN—-A

Tautologie heifit eine Aussage, wenn sie immer wahr
ist.
z.B. AV —-A

1.1.2 Sonstige Definitionen
Potenzmenge P (M) := {M'|M’' C M}

Differenzmenge fiir M', M" C M sei
M —M":={mme M Am¢M"}

Menge aller Abbildungen Seien A, B beliebige
Mengen. Dann bezeichnet AP := {f|f: B — A}
die Menge aller Abbildungen von B nach A.

Verkettung Sei M eine beliebige Menge. Die Verket-
tung von Abbildungen von M in sich ist definiert
durch o : MM x MM — MM mit gof: M — M :
m s g(f (m)) fiir f,g € MM und m € M.

e Verkettungen sind assoziativ.

e Die Verkettung von bijektiven Abbildungen
ist wieder bijektiv

Sym Sym (M) := {f|f: M — M bijektiv}

o fiir M = {1,...,k} C N schreibe Si (Menge von
allen moglichen Permutationen von k Zahlen)

1.1.3 Verkniipfung

Eine (binére) Verkniipfung % auf einer Menge M ist
eine Abbildung * : M x M — M : (m,m’) — m*m/.
Sie heifit

’
kommutativ falls Vi;™ :mxm/ =m’*m

’ 1"
assoziativ falls V" "™ :mx(m'«m”) = (m*m’)*

m/l

e In diesem Fall ist es nicht notig Klammern zu
setzen.

e Es gibt postfiz, infirund suffiz Notationen fiir Ver-
kniipfungen, jenachdem, ob das Zeichen vor, zwi-
schen oder nach den Operanden kommt.

e Verkniipfungen sind eine Teilmenge der Abbildun-
gen

1.1.4 Halbgruppe

Sei M eine beliebige Menge, und * eine assoziative Ver-
kniipfung. Das Paar (M, x*) wird nun als Halbgruppe
bezeichnet.

e (MM, o) ist eine Halbgruppe

e Eine Halbgruppe mit neutralem Element nennt
sich auch ein Monoid.

1.1.5 Gruppe

Eine Halbgruppe (G, x,e) heiit Gruppe, falls folgene
Elemente exisiteren

Neutralelement e
3GV exg=gyg
Inverses Element ¢! :=h

Ve 3k chxg=e

Man sprich von einer kommutativen Gruppe, falls * zu-
sétzlich noch kommutativ ist.

e jede Gruppe besitzt genau ein neutrales Element

e in einer Gruppe existiert zu jedem Element genau
ein inverses Element

e Eine Gruppe ohne Inverse Elemente nennt sich
Monoid

e Falls G endlich, darf in der Verkniipfungstafel von
x in jeder Zeile und in jeder Spalte jedes Element
nur genau einmal vorkommen.

e Die Gruppe ({e}, *, e) wird als triviale Gruppe be-
zeichnet

e (Sym (M) ,o,idyy) ist eine Gruppe mit Neutralele-
ment idy; : M — M :m—m

—1 —1

° Vaz,yeG:(m*y)flzy *

1.1.6 Ring

Sei R eine Menge mit zwei Verkniipfungen + : Rx R —
Rund *: Rx R — R. 4+ wird mit plus, und * mit mal
bezeichnet. Das Tripel (R, +, *, e) heiit Ring, falls

1. (R, +,¢e) eine kommutative Gruppe ist
2. (R, *) eine Halbgruppe ist
3. Es gelten die Distributivgesetze fiir alle a,b,c € R

(a+b)xc = axc+bxc

ax(b+c) = axb+axc



o —(—z)==x
ervt+ty=z=y=0

o (—2)y=—(2y) = (~y)

Einen Ring R nennt man Ring mit 1, wenn er ein neu-
trales Element bzgl. der Multiplikation hat, welches
man mit 1 bezeichnet. Man nennt ein z € R invertier-
bar, wenn es ein ~! € R gibt, mit xx2~! =1 = 2~ 'xx.

e In jedem Ring mit 1 bildet die Menge der inver-
tierbaren Elemente eine Gruppe.

e Wenn fiir a,b € R\ {0} a*b = 0 gilt, heifit der
Ring nullteilerfrei. In nullteilerfreien Ringen kann
man eine Division mit Rest definieren.

e In einem Ring mit 1 ist jedes Element a entweder
invertierbar oder Nullteiler (d.h. 3z : a * 2 = 0)

1.1.7 Korper

Ein Ring (K,+,*,0) mit additivem (4) Neutralele-
ment 0 € K heif3t Kiorper (K, 4+, *,0, 1), falls zusiitzlich
(K — {0}, %, 1)eine kommutative Gruppe ist. Das addi-
tive (4) Neutralelement 0 heifit Nullelement, und das
multiplikative (%) Neutralelement heifit Einselement.

o falls (K — {0}, *,1) eine nicht kommutative Grup-
pe ist, wird (K, +, *,0, 1) als Schiefkirper bezeich-

net.
[loft] [*[o0]1]

o (Fo,+,+*)mit| 0 [0 [ 1 |und[ 0] 0] 0 |ist der
11110 11071

kleinste mogliche Korper.
e 0 # 1 muss gelten

e Korper sind per Nullteilerfrei, d.h. es gilt:
axb=0<«< a=0Vb=0

1.1.8 K-Algebra

Sei (V,+, ) ein K-Vektorraum und (V, +, %) ein Ring
mit 1. Dann wird (V,+, -, *) als K-Algebra bezeichnet,
falls (A-a) «b = X- (axb) fiir belibige A € K und
a,b eV gilt.

1.1.9 Relation

Eine (zweistellige) Relation~ zwischen den Mengen A
und B ist eine Teilmenge von A x B.
a~ b falls (a,b) € A x B.

e Kigenschaften von Relationen

reflexiv
Ya:a~a

1 VEKTRORAUME

symmetrisch
a~bsbr~a

antisymmetrisch
a~bAb~a=a=Db

transitiv
a~bANb~c=ar~c

1.1.10 (An-)Ordnung

Wir nennen < Ordnung oder Anordnung falls entweder
x < yoder x =y oder y < z gilt (nur eines dieser 3).
Zudem muss < transitiv sein.

1.1.11 angeordneter Ring / Kérper

Ein Ring oder ein Korper (R,+,x,0,1) heifit an-

geordneter Ring bzw. angeordneter Korper, schreibe

(R,+,%,0,1,<), falls < eine Ordnung auf R ist und

folgendes fiir alle x,y, z € R gilt:
lLz<y=sz+z2<y+=z

2.2 <yNO<z=>zx*xz<yxz

positiv falls 0 < z
negativ falls x <0
nicht positiv fallsx <0V a2 =0

nicht negativ falls0 <z Vax =0

e positiv * positiv = positiv = negativ * negativ
e negativ x positiv = negativ = positiv * negativ
ez #0=>0<a2? =zx*ux

e 0«1

e cin angeordneter Ring / Korper hat unendlich vie-
le Elemente

e es gelte die Punkt vor Strich-Rechnung, um Klam-
mern zu sparen

1.2 Vektorraume
1.2.1 Definition Vektorraum

Sei K (K,+.x,1,0) ein Korper. Ein K-Vektorraum
(Vektorraum iiber K) ist ein Tripel (V,+,*) beste-
hend aus einer Menge V, einer binédren Verkniipfung
+:V xV — V (Addition) und einer Skalarmultiplika-
tion: x : K x V. — V, so dass gilt:

1. (V,+) ist eine kommutative Gruppe

2. fur alle \,p € K,v,w € V gilt:

(8) (A p) ¥ v = (Axv) + (u*v)



1.2 Vektorrdume 7

(b) Ax(v+w)=(A*xv)+ (A*xw) und der Skalarmultiplikation
(c) Ax(pxv)=(Axp)*v Ak fiM—K:me— A« f(m)
(d) 1xv=10

ist (KM, +, *) ein K-Vektorraum.
Es gelten folgende Rechenregeln in einem K-VR (Vek-

torraum) (V, +, %), fiir alle v,w € V und A\, u € K: e ist Verallgemeinerung vom Standardvektorraum
K™. Hier kann eine beliebige Menge M als Index
1. 0%v =0 der “einzelnen Elemente des Vektors” dienen. Hier-
fiir wire M = {1,...,k} CN
2. Ax0=0
3.Axv=0=>A=0VvVv=0) 1.2.4 Linearkombinationen
4. (=) *xv=—v

Essei (v1, ..., v,) ein geordnetes k-Tupel von Vektoren
aus einem K-VR V. Ein Vektor v € V heifit:

1.2.2 Standardvektorraum

Linearkombination von (vy,...v;), falls
Der Standardvektorraum K™ fir n € N ist wie folgt

definiert: k
N, M ER u= A
o K" = Kx...xK - i=1
n—mal Affinkombination von (v1,...vg), falls
1
: | Ty € K k k
: Ly 3)\1,...)%6}(:(’U:Z)\i’l}i>/\<122)\i>
T, i=1 i=1
1 1 71+ e Einschréankung von Linearkombination
. . i . _ :
ac. y. . —|—y e Erzeugen den kleinsten (geringste Anzahl mog-
" " e licher Vektoren) affinen Teilraum, der wvq,..., v
T X enthalt
o )\ % =
. A1, Konvexkombination von (vy,...vy), falls
0 I, M EK
o Nullvektor 0 = : ist das Neutralelement in V=i A AL =30 A A
0 Vie{l,....,k}:0< )\ <1
Kn

e Finschrinkung von Affin- und Linearkombination

e Die Standardbasisvektoren des Standardvektorrau-
1 0 e K muss hierfiir ein angeordneter Korper sein.
0 1
0 0 _

n 3 p— —
mes K™ sind e, = ST o1 = 1,25 Lineare Unabhingigkeit

0 0 Das (endliche) k-Tupel (v1,...,vx) heilt linear unab-
0 héingig, falls
0
k
0
. <Z)\ivi20>:>()\1:...:)\k20)
. i=1
1 . ) .
andernfalls heifit (v1,...,vg) linear abhdingig.

Eine unendliche Familie (Tupel) von Vektoren heift li-
near unabhéngig, falls jede endliche Teilfamilie linear
unabhéngig ist.

1.2.3 Vektoraum von Abbildungen

Sei M eine beliebige Menge und K ein beliebiger Kor-

per. Es ist KM = {f|f : M — K}. Mit punktweise de-
finierter Addition e Fiir n > 2 sind (vy,...,v,) genau dann linear ab-

hingig, falls (mindestens) einer dieser Vektoren ei-
Vf,ge KM : f+g: M — K :mw— f(m)+g(m) ne Linearkombination der iibrigen ist.



vg) linear unabhingig, dann ist auch
€ S;p das Tupel

e sei (vg,...,
fiir jede Permutation =

(%(1), ceey v,r(k)) linear unabhéngig

e sei (v1,...,v;) linear unabhingig, dann ist auch
jedes Teiltupel (v1,...,v;) fir ¢ < k linear unab-
héngig

e Begiff der linearen Unabhéngigkeit lédsst sich auch
fiir Mengen definieren.

e Die Einheitsvektoren (ej,...,e,) des Standard-
vektorraumes K" sind linear unabhéngig.

V sei ein beliebiger k-Vektorraum und 0 # z € V.

— () ist linear unabhingig

— | z,z,...,x | mit k > 2 ist linear abhéngig.

k—mal

1.2.6 Teilraum oder Unterraum

Sei V' ein VR. Eine nichtleere Teilmenge U C V heif3t
Teilraum (oder Unterraum) von V., falls gilt:

Vu,v e UVA\,p € K : du+puv e U

e 0 € U fiir alle U die URV sind.

e Falls U Unterraum (oder Teilraum) von V, schrei-
ben wir U <V

e {0} <V und V <V gilt fiir alle V

e Die Losungen eines homogenen linearen Glei-
chungssystems bilden einen Unterraum von K™

e Betrachte den R-Vektorraum RF mit punktweise
definierter Addition, dann bilden

— die stetigen Abbildungen CY (R) einen Teil-
raum von RF

— die differenzierbaren Abb. einen Teilraum
von C! (R) < RF usw.

e Seien U,W Teilrtdume des K-Vektorraums
V. Dann sind U N W und U + W :=
{u+ wlu € U,w € W} Teilriume von V.

1.2.7 affiner Unterraum

Sei V' ein K-Vektorraum, U < V, x € V. Dann heif}t
die Menge
z+U={z+ulucU}

affiner Unterraum von V'

e Die Losungen eines inhomogenen LGS sind ein af-
finer Unterraum

1 VEKTRORAUME

1.2.8 lineare Hiille

Sei V' ein K-Vektorraum und M C V. Die Menge
lin (M) :=={Aim1+ ...+ \ymy|\; € K,m; € M}

heifit lineare Hiille (oder linearer Aufspann) von M in
V. Fir M = () setze lin (9) = {0}.

e lin (M) ist der kleinste Unterraum von V, der M
enthalt.

—lin(M)<V

— kleinster Unterraum, das bedeutet
VULV:U2DM=UZ2>lin(M)

e Sei V ein K-Vektorraum und S,5’ € V

— lin(S)Nlin(S") D lin(S NS’
— lin(S)uUlin(S’) Clin(SUS")

1.2.9 Erzeugendensystem / Basis

Sei v ein K-Vektorraum. Eine Menge M C V heifit
Erzeugendensystem von V| falls lin (M) = V. Eine Fa-
milie in V heilt Basis falls sie ein linear unabhéngiges
Erzeugendensystem bildet. Ein Vektorraum heif3t end-
lich erzeugt, falls er ein endliches Erzeugendensystem
besitzt.

e (e1,...,e,) aus K™ ist eine Basis (Standardbasis)

1.2.10 Sitze iiber Basen

Sei V' # {0} ein K-Vektorraum und sei (v;);c; eine
Familie von Vektoren aus V. Folgende Aussagen sind
dquivalent:

1. (v3);¢; ist eine Basis von U

2. (vi);e; ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem
von V,dh. VJ G I :lin{v|jeJ} £V

3. (vi);e; ist ein unverlingerbare linear unabhingige
Familie. D.h. V.J 2 I ist jede Familie von Vektoren
(vj) e linear abhéngig

4. Jeder Vektor aus V ldsst sich eindeutig als Linear-
kombination von Vektoren aus (v;),.; schreiben.

e In jedem endlichen Erzeugendensystem lésst sich
eine Teilmenge finden, die genau eine Basis des
Vektorraums ist.

e Jeder Vektorraum hat eine Basis. Bei unendlichen
muss dies iiber das Auswahlaxiom gezeigt werden.



1.4 Lineare Abbildungen
1.2.11 Basistausch

Austauschlemma: Sei V' ein K-Vektorraum der end-
lich erzeugt ist. Sei (v1,...,v,) eine Basis von V
und sei w = M\Novg + ...\ov. € V fir A\, €
K. Dann folgt aus (ke {l,....,7} AN #0) =
(U1, V1, W, V41, - - . Uy) ISt eine Basis von V.

Austauschsatz: Sei (v1,...,v,) eine Basis der endlich
erzeugten Vektroraumes V', und sei (ws,...,w,) eine
linear unabhéngige Familie in V. Dann gilt n < r, und
es existieren Indizes iy,...,i.—, € {1,...,7}, so dass
(wl, ey Wiy Vi sy - - -an) eine Basis von V' sind.

e Jede Basis eines endlich erzeugten Vektorraumes
ist endlich

e Jede Basis von V hat die selbe Lénge (Anzahl in
ihr enthaltener Vektoren)

e Jede linear unabhéngige Familie in dem endlich
erzeugten Vektorraum V ldsst sich zu einer Basis
von V fortsetzen.

1.2.12 Dimension

Ist V ein K Vektoraum, so heif3t

i
dimp V. =
oo

die Dimension von V iiber K.

falls V' eine endliche Basis der Laenge r besitzt

sonst

e Sei Vein K-VR mit dimV < cound U < V echter
Unterraum von V. Dann gilt dimg U < dimg V.

1.3 Summen in Vektorrdumen

Sei V' ein Vektorraum iiber belibigen Kérper K.

1.3.1 Minkowskisumme

Fiir belibige Teilmengen A, B C V heifit
A+B:={a+blac A be B}

die (Minkowski-) Summe von A und B.

e Zomotrope sind Minkowskisummen von verschie-
denen Geradenstiicken

e Falls A, B <V Teilrdume, so ist auch A+ B <V
ein Teilraum

1.3.2 Dimension

Seien A, B <V endlichdimensionale Teilrdume

dimA + B = dim A + dim B — dim (AN B)

1.3.3 Direkte Summe

Seien A, B < V Teilrdume mit AN B = {0}. Dann
heifit
A B:=A+B

die (innere) direkte Summe von A und B
e Fiir v € (A ® B) existeren eindeutige a € A und
beBmitv=a+1b

e Falls dimV < ocound V=A@ B = dimV =
dim A + dim B

1.4 Lineare Abbildungen
1.4.1 Lineare Abbildung, Bild, Kern

Seien V' und W Vektorrdume iiber demselben Koérper
K.

Eine Abbildung f : V. — W heifit linear (iiber K), falls
gilt:

VA pe KuveV:f(hu+ pw) =M (u)+ pf (v)
Sei f : V — W lineare Abbildung. Die Menge imf =
{f (w)|v eV} CW heifit Bild von f.

Die Menge kerf = {v € V|f (v) = 0} C V heifit Kern
von f.
e Es gilt immer 0 € ker f

e Der Kern ist ein Untervektorraum von V:
kerf <V

e Das Bild ist ein Untervektorraum von W':
imf <W

e Das Urbild ist ein Untervektorraum:
VUCW : f~L(U):={zeV|f(x) €U}

e Fine lineare Abbildung ist injektiv genau dann,
wenn kerf = {0} ist
Yu,v €V i f(u)=f(v) & u—v€kerf

e Die Basis des Bildes entspricht den nicht 0 Zeilen
nach anwendung von Gauss-Jordan auf [¢]” "

e Eine lineare Abbildung wird auch als Vektor-
raum Homomorphismus (strukturerhaltende Ab-
bildung) bezeichnet

1.4.2 Projektion

Eine Abbildung, fiir die gilt fo f = f, nennt man eine
Projektion.

e Fiir eine lineare Abbildung f : V — V, die eine
Projektion ist, gilt V = imf & ker f

o fiir v € imf gilt: x = f (v)
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e Ist By eine Basis von im (f) und Bs eine Basis
von ker (f) so ist die Matrix von f beziiglich By U
B5 eine Diagonalmatrix, auf deren Diagonalen nur
Nullen und einsen stehen.

e [f]ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix, es gibt also
ein S, so dass S~![f] S eine Diagonalmatix ist. S
ist die Basismatirix von By U Bs.

1.4.3 Dimensionsformel

Fiir das Folgende erweitern wir die Addition in N auf
die Menge NU{oo} wie folgt: Vn € N : n+o00 = co+n =
0.

Sei f: V — W eine lineare Abbildung.

Es gilt
dimkerf + dimimf = dim V'

e Beachten dass alle Dimensionen bzgl. gleichem
Korper messen.
o dim (Imf) = dim (W) & f surjektiv

e dim (ker f) = 0 & f injektiv

1.4.4 Injektiv, Surjektiv, Bijektiv

Sei f : V — V linear und dimV < oo. Dann sind
Injektivitét, Surjektivitdt und Bijektivitéit dquivalent.

e Bei unendlich dimensionalen Vektorrdumen sind
gilt die Aquivalenz von In-, Sur- und Bijektivitéit
nicht.

1.4.5 Rang

Sei f:V — W linear.
ranky f = dimy f (V) = dimy, im f

heifit Rang von f.

1.4.6 Lineare Abbildungen und Basen

Sei (v1,...,v,) Basis von V und f : V — W lineare
Abbildung. Es gilt:

L lin(f(v1),..., [ (vn)) =imf

2. rankf = maximale Lange einer linear unabhéngi-

gen Teilfamilie von (f (v1),..., f (v,))
3. f surjektiv & rankf = dim W

4. f injektiv < (f (v1),..., f (vn)) linear unabhén-
gig

5. f bijektiv < (f (v1),..., f (v,)) Basis von W

1 VEKTRORAUME
1.4.7 Hauptsatz iiber lineare Abbildungen

Seien V,W K-Vektorrdume, (vy,...,v,) Basis von V
und wi, ..., w, € W. Dann existiert genau eine lineare
Abbildung f:V — W mit Vi : f (v;) = w;

1.4.8 TIsomorphismus

Eine bijektive K-lineare K-

Vektorraum-Isomorphismus.

Abbildung  heift

Zwei K-Vektorrdume V, W heiflen isomorph, falls ein
K-Vektorraum-Isomorphismus f : V — W existiert.

Sei V ein n-dimensionaler K-Vektorraum mit n < oo.
Dann ist V' isomorph zu K™.

1.4.9 Matrix

Sei X eine Menge und m,n € N\ {0}. Eine (m x n)-
Matrix M mit Koeffizienten in X ist eine Abbildung
M : {1,...,m} x {1,....,n} — X. Ublicherweise
schreibt man so ein M als rechteckiges Schema.

M (1,1) M (1,n)

M (m, 1) M (m,n)

o Merkregel fiir die Indizes:
Zeilen Zuerst - Spalten Spéter < 1.ter Index fiir
Zeilennummer, 2.ter Index fiir Spaltennummer

1.4.10 Abbildungsmatrix

Sei VW Vektorrdume iiber K und f : V — W

eine lineare Abbildung. Seien B = (v1,...,v,) und
C = (wsq,...,W,) Basen von V bzw. W. Fiir jedes i €
{1,..., m} existiert eindeutig bestimmte 1, ..., fin €

K mit f(v;) = pawr + ... + pipw,. Die Matrix
Mpe(f) : {l,...,m} x{1,....n} = K : (4,)) — i,
heiflt Matrixz von f bzgl. B und C.

e In den Spalten einer Matirx stehen die Bilder der
Basisvektoren beziiglich der zugehorigen linearen
Abbildung.

1.4.11 Besondere Matrizen

Diagonalmatrix
al 0
diag (a1,...,a,) =
0 an
e Sind invertierbar mit
A = diag(ay,...,a,) & AP =

diag (a',...,a;")

r'n



1.5 Strukturen linearer Abbildungen

Einheitsmatrix

In:(éw):dlag 1,...,1 =
——

n—mal 0 1

1 fueri— i
® 0 = { YT st das Kronecker Symbol.

e sind multiplikativ neutrales Element der Matrizen.

Elementarmatrizen

Ey = (eij) e Kmxn

)1 falls (4,5) = (k1)
Y10 falls (4,5) # (k1)

FEy,, fallsl=mn

e FriFnm = 0imErm =
M ok {0 falls I #n

e spannen den Vektorraum der Matrizen auf, sind
also eine Basis

Permutationsmatrix

e Entspicht einer Matrix die auf der Diagonalen nur
len und sonst Oen hat, bis auf zwei stellen, bei
der diese mit mit den Oen auf der Nebendiagonale
vertauscht wurden.

e Multiplikation bewirkt Vertauschung zweier Spal-
ten

e Ist inertierbar (ist selbst ihre eigene Inverse)

Stochastische Matrix
n
Vi : Z Qi = 1
=1

e Das Produkt von stochastischen Matrizen ist wie-
der eine stochastische Matrix

Transposition

11

tr

ail A1n
Atr — .

am1 Amn

a1 am1

A1n Anm,

° (AB)” — Btr Atr
e Vertauschen von Zeilen und Spalten

e entspricht Multiplikation mit (Auf der Nebendia-
golnalen 1 en, sonst 0)

0 1

1 0
dies ist eine invertierbare Matrize (bijektive Ab-
bildung), mit sich selbst als Inverse

e A und A' haben gleiche Eigenwerte aber evtl. un-
terschiedliche Eigenvektoren

Nilpotent

Eine Matrix A € K™*™ heifit nilpotent, falls ein k € N
existiert mit

AF =0

e Nilpotente Matrizen nur 0 als Eigenwert

1.5 Strukturen linearer Abbildungen
1.5.1 Vektorraum aller linearer Abbildungen

Seien V,W K-Vektorrdume. Die Menge aller linea-
rer Abbildungen Hom (V, W) = {p € WV ¢ linear} <
WV ist ein Untervektorraum der Menge aller Abbil-
dungen.

e d.h daf die Summer zweier linerarer Abbildungen,
und das Produkt mit einem Skalar wieder eine li-
neare Abbildung ist

e Hom steht fiir Homomorphismus, das bedeutet,
dass dies stukturerhaltene Abbildungen sind.

e Fiir zwei lineare Abbildungen ¢ € Hom (U, V') und
v € Hom (V, W) gilt, das auch die Komposition
Yo € Hom (U, W) wieder eine lineare Abbildung
ist.

e Wenn ¢ € Hom (V, W) bijektiv ist, ist die Um-
kehrabbildung ¢! € Hom (W, V') ebenfalls linear
und bijektiv.
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1.5.2 Ring mit 1 von linearen Abbildungen /
Algebra

Unter End (V) = Hom (V,V) versteht man die Men-
ge aller linearen Abbildungen von V in sich selbst.
Diese Menge bildet zusammen mit der Addition und
der Komposition (End (V) , 4+, o) einen Ring mit 1 (sie-
he 1.1.6 auf Seite 6).

Es gelten sogar allgemeiner folgende Rechenregeln. Sei-
€n V(p7 ©1, P2 S Hom (Ua V)a 1/]) 1/}1) 1/12 € Hom (Va W)
und A € K

L ¢po(p1+¢2)=vopr+Pops

2. (Y1+2)op=trop+iop

3. (A)op=1vo(X-p)=A-(Yoy)

Durch die letzte Rechenregel bildet (End (V') , +, o) so-
gar eine K-Algebra.

e Das 1 Element ist hierbei die Identitat: id : V — V'
ist linear

e End steht fiir Endomorphismus

1.5.3 invertierbare lineare Abbildungen /
Gruppe
Unter der general linear group GL (V) =

{¢ € End (V) |¢ invertierbar} versteht man die Menge
der invertierbaren linearen Abbildungen. Diese bilden
beziiglich der Komposition o : GL(V)> — GL(V)
und der Identitdt als 1 FElement eine Gruppe
(GL(V),0,idy).

1.5.4 Verkniipfungen zwischen Matrizen und
deren Strukturen

K™*™ st die Menger aller m x n Matrizen iiber K.
Die quadratischen n x n Matrizen erhalten das Symbol
M, (K)= K™*".

Fiir zwei Matizen A, B € K™*™ und einen Skalar A\ €
K sind folgende Verkniipfungen definiert.

A+B = (ay)+ (bi;) = (aij + bij)
M = A (aij) = ()\aij)
K™*™ bildet zusammen mit der Addition und Skalar-
multiplikation einen Vektorraum.

Seien A € K™*™ und B € K™**. Die Matrixmultipli-
kation ist wie folgt definiert:

C = ABe K™*k
= (cij)

<Z aikbkj>
k=1

Es gelten folgende Rechenregeln: fiir A, A, As €
K™" B By, By € K"™*und A € K

1 VEKTRORAUME

1. A(B1+ Bs) = AB1 + ABs
2. (A1 +A2)B=A,B+ AB
3. (MA)B=X(AB) = A(AB)

(M, (K),+,-) ist ein Ring mit 1, diese 1 ist hier I,,.

GL, (K) = {A € M,, (K) |A invertierbar} ist die Men-
ge der invertierbaren quadratischen n x n Matrizen.
Diese bildet beziiglich der Matrixmultiplikation eine
Gruppe.

e Merkregel fiir Matrixprodukt: Zelle einer Ergeb-
nisszelle ist ensprechende Zeile der ersten mal
Spalte der zweiten Matrix.

e Die Matrixmultiplikation d.h.

A(BC) = (AB)C

ist assoziativ,

e Die Matrixmultiplikation ist im allgemeinen nicht
kommutativ: AB # BA

e Spaltenvektoren kénnen als n x 1 Marix aufgefasst
werden. Es gilt also K" = K"*!

e Das multiplizieren mit einer Matrix aus GL,, (K)
andert den Rang einer Matrix nicht

e der Vektorraum K™*™ wird von den Elementar-
matrizen erzeugt.

(AB) ' =B~14-!
(A7) = (4"

1.5.5 Lineare Abbildungen und Matrizen

Sei K ein Korper, A = (a;;) € K™ und © =
T

e K™ = K™ Wir definieren
Ty,

oal(x) : K" > K" 2 — Ax

ail Q1n T

Ax =
am1 Amn T

a11x1 + ...+ a1ty

Amp1T1 + -+ + QmnTn

als die zur Matrix A gehorende lineare Abbildung.

Q14
e Esgilt: Vi€ {1,...,n}: 04 (e;) =
Ami
Das heifit, dass die Spalten einer Matrix die Bilder
der Standardbasisvektoren enthélt.

e Das Bild von Imgp 4 =1lin (¢4 (€1),...,04 (en)) =
Unterraum von K™, der von den Spalten von A
aufgespannt wird. Diesen Raum nennt man auch
Spaltenraum von A.



1.6 Basistransformation
1.5.6 Blockmatrizen

Die Elemente einer Matrix konnen wiederum Matrizen
sein, sogenannte Blockmatrizen. Andererseit ldsst kann
man sich dies so Vorstellen, als ob Blocke innerhalb der
Matrix als Untermatrix aufgefasst werden. Hiermit er-
geben sich (bei passenden Grofien) folgende Rechenre-
geln.

e Im grunde Identisch, als ob die Elemente keine Ma-
trizen wéren, z.B.:
A B

A
Az1 Az Bay

A1 B + A12Boy
A21B11 + A22Boy

By '\ _

Bas
A1 B2 + A12Bao
A1 B1a + AgaBao

1.5.7 Rang einer Matrix

Unter den Rank einer Matrix A € K™*™ versteht man

rankx A = rankgpa

= dimglin(pa(e1),...,pa (en))

Dieser liasst sich am besten mit Hilfe des Gauf3-Jordan-
Algorithmus berechnen. Hierzu das Gleichungssystem
Ax = 0 betrachten, und den Rank (Anzahl von
nicht Null Spalten in Zeilenstufenform) errechnen. Sie-
he 1.7.3 auf der néchsten Seite.

e Das multiplizieren mit einer Matrix aus GL,, (K)
(bijektive Abbildung) dndert den Rang einer Ma-
trix nicht

e rank (AAT) = rank (A)
e rank (AT) = rank (A)

1.5.8 K-Algebra Isomorphismus

Die Abbildung ® : K™*"® — Hom (K", K™) : M —
pp ist ein linearer Isomorphismus. Die Abbildung &
ordnet einer Matrix M € K™*" eine lineare Abbil-
dung ¢y @ K™ — K™ zu. Die inverse Abbildung
®~! : Hom (K™, K™) — K™*" : ¢ — ordnet einer
linearen Abbilung ¢ : K™ — K™ die Matrix [¢] von ¢
beziiglich der Standardbasis von K™ bzw. K™ zu.

® PAOYB =PAB

[p o] = [¢] - [¥]
® VraA=Apa
Aol = Ayl

® VA+B = YA+ B
[p+ 9] = [¢] + [¢]

o ¢ =id
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1.6 Basistransformation
1.6.1 Vektor beziiglich Basis

Sei V ein K-Vektorraum, dimV = n und B =

(b1,...,b,) eine Basis von V. Dann lédsst sich v € V
eindeutig beschreiben als v = 2?21 Aib; fir \; € K.
Setze
A1
[v]g = : c K"
An

Die Abbildung
kp:V — K" v ]

ist linear und bijektiv.
o [bilz=e;

1.6.2 Matrix beziiglich Basen

Seien V, W K-Vektorrdume und f : V — W linear. Zu
den Basen B = (by,...,b,) von V und C = (c1, ..., ¢m)
von W ist

(F18=Mp,c()=([F(b1)]cs[F (bn)]c ) €K™

die Matrix von f beziiglich B und C.
Es gilt:

Die Abbildung
®F : Hom (V, W) — K™ : f s [f]5

ist ein linearer Isomorphismus.

1.6.3 Produkt von Matrizen bzgl Basen

Seien U, V, W K-Vektorriume mit Basen A, B bzw. C.
Es gelte

dimU =p, dimV =n, dm W =m

Fiir lineare Abbildungen g : U — V und f:V — W
gilt
A B 1A
[fogle =1flc 95

Als Diagramm siehe Abbildung 1 auf der nichsten Sei-
te.
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Abbildung 1: Verkettung von Abbildungen und Basis-
wechsel

1.6.4 Basiswechsel bei Vektoren

Seien B = (by,...,by) und B’ = (b},..., b)) Basen des

K-Vektorraums V. Jedes v € V lésst sich beziiglich
beider Basen darstellen:

Al X,

Es gilt
S = lidv]g = ([bilg.---» )] s)

Dieses S ist die Transformationsmatriz des Basiswech-
sels von B’ nach B.

e S ist invertierbar und S~! = [idv]g,

1.6.5 Basiswechsel von Abbildungen

Sei f : V — W. Ferner seien B, B’ Basen von V und
C,C’ Basen von W. Setze S = [idv]g und R = [idw]g .
Dann gilt:

R'[flES

R(fle 7"

B/
[f ]cf =
B
[f ]c =
Falls B, B’ beide beziiglich der gleichen Basis z.B. K"
und C,C’ beide beziiglich der gleichen Basis z.B. K™,

konnen diese als Matrix mit den Basisvektoren als Spal-
ten interpretiert werden und es gilt:

15 = c¢'clEB B
e = cCie BB

o [Wlp=Blglp B!

e Um einen Vektor in eine Andere Basis zu bringen
muss man ihn einfach von Links mit der Matrix
. 11Bait .
[id] 5" multiplizieren.

o [idE =1,
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1.7 Lineare Gleichungssysteme
1.7.1 Definition

Ein System aus m Gleichungen und n unbekannten
heifit lineares Gleichungssystem (kurz LGS) iiber dem
Korper K. Es hat folgende Gestalt:

oz F .o, Th= A

U111+ ...+ Q. T = ﬁm

1
mit a;; € K und f; € K. Die n-Tupel c K"

Ty
die dieses Gleichungsystem erfiillen sind die Losungen
des LGS. Fiir 1 = ... = 8, = 0 heif}it es homogen,
ansonsten inhomogen.

e Die Losungsmenge eines homogenen LGS ist ein
Unterraum von K™. D.h. es besitzt mindesten die
trivialle Losung des Nullvektors / es ist immer 16s-
bar.

1.7.2 Zeilenoperationen

Die Losungsmenge des LGS édndert sich nicht unter fol-
genden elementaren Zeilenoperationen:

1. (E1) Addiere zu einer Gleichung das A-fache einer
anderen Gleichung

2. (E2) Tausche zwei Gleichungen

3. (E'3) Multipliziere eine Gleichung mit A € K\ {0}

e (E1) enstprich Matrixmultiplikation mit L = I,,,+
)\Eji

e (E2) enstprich Matrixmultiplikation mit Permu-
tationsmatrix

e (E3) enstprich Matrixmultiplikation mit L =
diag (1,...,1,A,1,...,1)

1.7.3 Das Gaufl - Jordan Eliminationsverfah-
ren

1. Fallunterscheidung

e Falls ay1 #0:

— subtrahiere  das g—ﬁ fache  der
1.Gleichung von der 2.ten.

— subtrahiere das g—ﬁ fache der
1.Gleichung von der 3.ten.

— subtrahiere das 2zt fache der

1.Gleichung von der Tr?.ltlen.
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e Falls ay; = 0 finde ein ay; # 0

— Falls ein ;1 # 0 gefunden vertausche die
1.Gleichung mit der i.Gleichung. Fahre
nun mit 1 fort

— Falls nichts gefunden tue nichts.

Nun sieht das LGS so aus:

/ / / /
121 + T2 + ...+, = 1
/ / /

Qoo + ...+, Ty = 9

/ / /

Qoo + oo+ e = B,

2. Die unteren m — 1 Gleichungen des modifizierten
LGS bilden ein LGS mit n — 1 Unbekannten. Be-
handle diese wie in Schritt 1. mache dies m — 1
mal.

3. Nun hat das System die folgende Zeilenstufen-
form:

VpTj F oo+ VT = 01
V2jsTjo oo YonTn = 02
YrijrLj, + ...+ YrnTn = 67"
0 = 57"4—1
0 = 6,

Dabei ist 0 < r < min{m,n} und 1 < j; < ja <
oo < jr < mosowie Ve € {1,...,7} ¢ ik, €
K\ {0} Die Zahl r heifit Rang von dem System
in Zeilenstufenform. Es gilt fir alle ¢ € {1,...,7}
vij; 7 0. Die Variablen z;, ,...z; werden Pivot-
variablen genannt.

4. Fallunterscheidung

e falls Jie{r+1,...m}:6 #0=L =10 (L
= Losungsmenge)

e Spezialfall: falls homogener Fall entstanden
(Vi :9; = 0) und falls r < n d.h. es gibt nicht
Pivot Variablen:

(a) Wir definieren n — r verschiedene Losun-
gen by,...,b,—, € K" wie folgt:

i. Fiir b, wird die k-te nicht Pivot Va-
riable mit 1 € K gewihlt, alle ande-
ren mit 0 € K. Danach 16se das Sy-
stem fiir b, wie unter dem néchsten
Unterpunkt vermerkt.

i (b, ..
raumes

o fallsVie {r+1,...m}:4, =0:

(a) Wiihle beliebige Werte aus K fiir jede der
n — r nicht Pivot Variablen

,bn—r) ist Basis des Losungs-
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(b) Losen der r-ten Gleichung des Sy-

stems in Zeilenstufenform nach z; =

Or—"Yrj T — = Yrnn .
L Tl el " auf. Danach Lo-

iy
sen von r — 1 ter Gleichung, usw.

(c) (#L=1) & (r=mn) A
(Vie{r+1,...,m}:6,=0) d.h. es

existiert eine eindeutige Losung.

1.8 Lineare und

Matrizen

Gleichungssysteme

1.8.1 Definition

Betrachte das LGS iiber dem Korper K aus Ab-
schnitt 1.7.1 auf der vorherigen Seite. Wir fassen die
Koeffizienten a;; in der Matrix

ail A1n
A= : € Kmn
am1 Amn
b1
zusammen. Ahnlich b = : € K™. Wenn wir
bin
T
die Unbestimmten zu einem Vektor z = : €
Tn

K™ formal zusammenfassen, dann lasst sich das LGS
aus 1.7.1 auf der vorherigen Seite schreiben als

Axr =10
Das zugehorige homogene LGS ist dann
Az =0

1.8.2 Lo6sungen eines homogenen Systems

Die Losungen von Az = 0 bilden einen Unterraum U <
K™. Dabei ist

dimU = dim (kerA) = n —rankA4 := k

Eine Basis (u1, ..., ux) von U heifit System von Funda-
mentallosungen von Az = 0. Jede Losung von Az = 0
ist Linearkombination von den Fundamentallosungen
Uty oy Uk

1.8.3 Existenz von Lésungen

e Das homogene System Ax = 0 hat stets die (trivi-
al) Losung x = 0 € K™.

e Das inhomogene System Az = b hat genau dann
(mindestens) eine Loésung, wenn b € Spaltenraum

von A, bzw. rank (A[b) = rank (A).

Wobei
Q1n b1
(A]p) = e Kmx ()

am1 Amn bm
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1.8.4 Losungen eines inhomogenen Systems

Angenommen das inhomogene System Ax = b hat Lo-
sung xg € K™. Dann ist

zo+U ={zg+zlz €U}

die Menge aller Losungen von Ax = b.

1.8.5 eindeutige Lésbarkeit

Siehe 2.2.5 auf der nichsten Seite.

2 Determinanten

2.0.6 Konvention

Sei K stets ein Korper. Im folgenden identifizieren wir
oft
K" =K"x...x K"
—_—

n—mal
D.h. wir sehen eine Matrix
@11 A1n
c Knxn
an1 Ann

an als geordnetes n-Tupel ihrer Spaltenvektoren

a1 A1n
e : EK"x...x K"
. ~—_——
an1 Ann n—mal

2.1 Permutationen
2.1.1 Definition

Sei A ={1,...,n} eine endliche Menge. Eine bijektive
Abbildung o : A — A wird als Permutation bezeichnet.
Die Menge aller Permutation auf einer Menge mit n
Elementen mird mit S,, abgekiirzt.

Eine Permutation wird wie folgt notiert

e |S,|=n!

2.1.2 Zyklus

Gilt fiir eine Permutation a; — as, as +— asg, . .
a1 mit paarweise verschiedenen a; € A, (i > 1), wobei
die iibrigen Elemente identisch abgebildet werden, so
heifit sie eine zyklische Permutation bzw. Zyklus. Ein
solches Zykel wird in der Form (a1, as, ..., ax) notiert.

L, Q)

2 DETERMINANTEN

o Zwei Zykeln m = (ai,...,ar),0 = (b1,...,b;) hei-
Ben elementfremd, wenn sie disjunhkte Elemente
bewegen. d.h. wenn a; # b; fiir alle j, j.

e Elementfremde Zykel sind beziiglich kommutativ
beziiglich Verkettung.

e Jede Permutation lasst sich als eine verkettung von
elementfremden Zykeln schreiben

2.1.3 Transposition

Eine Transposition ist eine Permutation, die nur zwei
Elemente vertauscht.

o Jedes Zykel lisst sich mit Hilfe der Verkettung aus
Transpositionen darstellen.

2.1.4 Inversion und Signum, gerade und unge-
rade

Sei ¢ : {1,2,...,n} — {1,2,...,n} eine Permutati-
on. Eine Inversion der Permutation ist ein Paar (i, 7)
mit ¢ < j und ¢ (i) > ¢(j). Sei I(p) die Anzahl
der Inversionen von ¢. Wir definieren das Signum
sign : S, — {-1,1} durch sign(o) = (—1)1(0) und
nennen eine Permutation (un)gerade, wenn wenn sie
eine (un)gerade Anzahl von Inversionen hat.

e o ist ungerade < sign (o) = —1
e o ist gerade < sign (o) =1

e Transpositionen sind ungerade

Ein Zyklus ¢ mit k Elementen hat sign(c) =
(71)k+1

e sign (o o) = sign (o) - sign ()

2.2 Determinanten
2.2.1 Typen von Abbildungen

Eine Abbildung F': K" x ... x K" — K (fir n > 1)
— ———

n—mal

heifit:

Multilinearform auf K" (oder n-Form) falls gilt:
VA ue KVe,ye K" Vo, € K" Vi e {l,...,n}

F(1,0050i - 1, AT+ 1Y, Vi 15000,Un)

=AF (V1,000 @000 F 0 F (V1,000Y,0,00)

e F'ist linear in jedem Argument

e Addition von Multilinearformen und Multiplikati-
on mit einem Skalar behalten Multlinearitit bei



2.2 Determinanten

alternierende Multilinearform auf K™ falls
zusétzlich gilt: Vi # j Yo, € K"

F(v1,...,v,)=0
falls v; = v; fur i # j
e Hieraus folgt: fiir i £ j
F(...,vi,...,vj, ):—F( ,Uj, s Usy - )

e Falls F eine alternierende Multilinearform mit
F(e1,...,e,) =0 ist, folgt dass F' = 0 sein muss.

e Wenn F,G zwei alternierende Multilinearfomens

sind, gilt F (e1,...,e,) =G (e1,...,en) = F =G

Determinantenform auf K" (auch normiert alter-
nierende Multilinearform) fall zusétzlich gilt:

F (61, N
e auf K! = K ist die einzige mogliche Determinan-
tenform id g
e Die Abbildung f K? x K2 — K
U v .
(( u; ),...,( v; >) — U1y — usvy ist De-
terminantenform auf K2

e Die Determinantenform ist so bereits eindeutig de-
finiert

2.2.2 lineare Unabhingigkeit

Sei f: K" x...x K" — K eine Determinantenform
—_————

n—mal

und vy,...,v, € K™ Falls (v1,...,v,) linear abhéingig,

gilt

F(v1,...,v,)=0

2.2.3 Laplace Entwicklung

Konstruiere Determinantenform D,, auf K™.

D, =idg

Dy:K?xK? — K

U1
) = U1V2 — U201
V2

Fiir n > 2 konstruiere induktiv Determinantenform fiir
A= (og;) € K™
D, : K"™" - K

n

Dy (A) =Y (=) iy Dy 1 (Aj)

Jj=1
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fiir ein beliebiges i € {1,...,n}. Dabei ist

i1 Qqj Qin
Aij = i1 ij Qin
Qni Qlnj Qnn ij
11 A1n
Qnl Qnpn

die Matrix A bei der die i-te Zeile und die j-te Spalte
gestrichen wurden.

e Notation: Statt D,, (A) schreibe ‘(aij) ‘

ij

e Diese Formel wird auch die Entwicklung nach ei-
ner Spalte genannt

e Alternativ ldsst sich auch nach einer Zeile ent-
wickeln

2.2.4 Determinante

Die Abbildung
det =D,, : K™" - K

heifit die Determinante auf K.

e det (AT") = det (A)
e det (AB) = det (A) det (B)

e Falls A invertierbar, gilt det(A)
det (A™1) = (det (A~

o det (AA) = A" det (A)

% 0 und

2.2.5 Eigenschaften invertierbarer Matrizen

Sei A € K™ " eine quadratische Matrix. Aquivalent
sind:

1. Ae GL, (K), d.h. A ist invertierbar

2. det (A) #0

3. dim (ker (¢4)) =0

4. Das LGS Az = b ist fiir alle b € K™ eindeutig
losbar

Die Spalten von A sind linear unabhéngig
Die Zeilen von A sind linear unabhéingig

rank4A =n

®© N e o

A = 0 ist kein Eigenwert von A
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2.2.6 Ahnlichkeit von Matrizen

Zwei Matrizen A, B € K™*" heiflen dhnlich, falls es ein
S € GL,, (K) gibt mit

B=S"1AS

e dhnliche Matrizen haben die gleiche Determinante,
gleiche Spur und gleiches charakterisitsches Poly-
nom

e siche Basiswechsel 1.6.5 auf Seite 14.

2.2.7 Determinante von linearen Abbildungen

Seien B, B’ Basen von K™ und ¢ : K™ — K" linear.
Dann existiert ein S € GL,, (K) mit

B’ — B
[‘P]B/ =5 [‘P]BS
Dies bedeutet, das die die Determinante zu einer linea-

ren Abbildung unabhiingig von der konkreten Wahl der
Basis ist.

det (i) = det [

e Siehe auch 1.6.2 auf Seite 13.

2.2.8 Leibnizformel

Sei A = (Oéij) € K" Es gilt

>

o€Sym{l,...,n}

det A = sign (o) H Qo(i).i
i=1

2.2.9 Dreiecksmatrix

Sei A = (a;) € K™ eine obere Dreiecksmatriz, d.h.
aj; = 0 fiir ¢ > j. Dann gilt

det A = ﬁ (6773
i=1

e gleiches gilt fiir wuntere Dreiecksmatrizen, d.h.
a;; =0ftri<j

e Entspricht dem Produkt der Diagonalelementen

2.2.10 Determinantenberechnung mit dem
Gauf3-Jordan-Eliminationsalgorithmus

Sei A € K™ belibig. Der Gaufl-Jordan-
Eliminationsalgorithmus (siehe 1.7.3 auf Seite 14)
formt A um durch endlich viele elementare Zeilenope-
rationen (siehe 1.7.2 auf Seite 14) zu einer Matrix B in
Zeilenstufenform (insbesondere obere Dreiecksmatrix).

Die elementaren Zeilenumformungen entsprechen einer
Multiplikation mit einer Matrix von Links. Die Deter-
minanten dieser Matrizen miissen beriicksichtigt wer-
den:

3 EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

1. (E1) det (L") =1 (Addition eines vielfachen einer
Zeile zu einer anderen)

2. (F2) det (L") = —1 (Vertauschung zweier Zeilen)
3. (E3) det (L) = A (Multiplikation einer Zeilen mit
A)

Falls man sich also bei jeder Umformung diese Kon-
stanten merkt und aufmultipliziert, kann man sie hin-
terher wieder herausteilen, und erhélt somit die De-
terminante von A als Produkt der Diagonalen von B
geteilt durch diese Konstanten.

2.2.11 Determinante von Blockmatrizen

Fiir eine Blockmatrix

Ay 0
Az

0 A,
mit A € K™ A; € Kno<mi = Y7 n; gilt

det (A) = f[ det (A;)

2.2.12 Adjungierte Matrix

Sei A = (ay;) € K™, Mit

11 1,51 a1 +1 a1n
A o aj—1,1 Qi—1,5—1  i—1,5+1 Qi—1,n
ij =
Q41,1 Qit1,5—1 Qi—1,5+41 Qit1,n
Qn 1 Qpj—1 Qnjt1 QAnn
o= ()T det(Aiy)
;= 1) det (4;

heifit die Matrix
adjA = (agﬁj)ij
die Adjungierte oder Adjunkte von A.

— n PP /
o det A= 21:1 Qi Q5

e (adja)" A = (det A) I,

e Falls A invertierbar gilt:

A7t = Lo (adja)”

3 Euklidische und unitire Vek-
torraume

3.1 Bilinearform

Sei K ein beliebiger Kérper und V ein K — VR.



3.3 Hermitesche Skalarprodukt
3.1.1 Definition

Eine Abbildung f: V x V — K heifit K-Bilinearform,
falls gilt (B)

L flou+ pu',v) = af (u,v) + Bf (', v)

2. f(u,av+ ') = af (u,v) + Bf (u,v')

3.1.2 ausgeartet

Die K-Biliniearform heif3t ausgeartet, falls Ju # 0 mit
f(u,v) =0 fir alle v € V.

3.1.3 symmetrisch

Sei f:V xV — K eine Abbildung. Falls f (u,v) =
f (v, u) fir Vu,v € V gilt, wird f als symmetrisch be-
zeichnet. (9)

3.1.4 Standardbilinearform

U1 U1
Sei V =K%und u =

LU= mit u,v €

Ud Ud
Vund d > 1. Setze f (u,v) = ulv = Zle uv;. f (u,v)
ist die Standardbilinearform auf K.
e f ist nicht ausgeartet
e f ist symmetrisch
(u, Av) = (ATu,v)
(u,vA) = <uAT,v>

Die quadratischen R™*™ Matrizen werden mit

tI‘(M) = Zm”
(A,B) = tr(BTA)

zu einem euklidischen Vektorraum. tr (M) wird als
die Spur (trace) bezeichnet

3.2 Euklidisches Skalarprodukt
3.2.1 Definition

Im Fall K = R heiflt die Standardbilinearform auch
euklidisches Skalarprodukt. Notation:

d
(u,v) :=ulv = Zuivi
i=1

e Das cuklidische Skalarprodukt auf R? ist R-
bilinear, symmetrisch und positiv definit.

e Siehe 7.2.2 auf Seite 32 mit I,, als Matrix.
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3.2.2 Positiv definit

Sei f:V xV — K eine Abbildung. Falls folgendes
gilt, wird f als positiv definit bezeichnet (P). Fiir alle
ve K

L f(0,0) 20

2. f(v,v)=00v=0

3.2.3 euklidische Norm

Die euklidische Norm eines Vektors v € R? ist

[l = V/{v,v) =

e fiir d = 1 ist euklidische Norm = Absolutbetrag

3.3 Hermitesche Skalarprodukt
3.3.1 komplex Konjungierte

Auf den komplexen Zahlen ist die Konjugationsabbil-
dung-: C - C:zx+ iy — z —iy fir z,y € R ein Kor-
perautomorphismus. Ein Automorphismus ist eine Iso-
morphismus einer Struktur in sich selbst. Es gilt Z = 2.
Dies wir involutorisch genannt. Das doppelte Anwen-
den einer involutorischen Abbildung ist die Identitét.

3.3.2 Betrag einer komplexen Zahl
Die Komplexen Zahlen lassen sich als Paare reeller Zah-

len auffassen [(C = RQ] und besitzen somit bereits eine
euklidische Linge.

el = o+ iyl = Va2 2 = vz E

3.3.3 semibilinear, sequibilinear

Eine Abbildung f V xV — K heiit K-

Semibilinearform bzw. sequibilinearform, falls gilt (B’)

1. f(au+ pu',v) = af (u,v) + Bf (u/,v)
2. f(u,av+ Bv') =af (u,v) + Bf (u,v’)

3.3.4 hermitesch

Eine Abbildung f : C? x C¢ — C heifit hermitesch falls
(z,w) = (w, 2) fiir alle z,w € C* (H).
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3.3.5 Hermitesche Skalarprodukt

Das hermitesche Skalarprodukt auf C? ist definiert
durch

d
(zyw) = 2Tw = Zzim
i=1

21 w1

fiir z = und w = mit z,w € C%.

Zd Wq
e Das hermitesche Skalarprodukt auf C? ist semibi-
linear, hermitesch und positiv definit.
o (u, Av) = (A*u,v)

3.4 euklidische und unitire Riume

3.4.1 Konventionen

e Ke {R,C}
o Fir o € K=R setze @ := «

e Hiermit gilt, das Symmetrie ein Spezialfall ist von
Hermitsch und Bilinear ein Spezialfall ist von Se-
mibilinear

3.4.2 euklidischer Raum

Sei V' ein R-VR mit einer symmetrischen und positiv
definiten Bilinearform (.,.) : V' x ¥V — R. Dann heif}t
(V,{.,.)) euklidischer Raum.

3.4.3 unitidrer Raum

Sei V' ein C — V R mit einer hermiteschen und positiv
definiten Semibilinearform (.,.) : V' x V' — C. Dann
heifit (V (.,.)) unitirer Raum.

3.4.4 Teilrdume

Sei V =R% oder V = C<. Aufler (V,(.,.))ist auch jeder
Teilraum mit entsprechend eingeschrénkten Skalarpro-
dukt ein euklidischer bzw. unitdrer Raum.

3.4.5 einschrinken des unitiren Raumes auf R

Sei (V, (., .)) ein unitérere Raum. Insbesondere ist V' ein
C-VR mit Skalarmultiplikation C x V- — V : (A\,v) —
Av. Diese lisst sich einschrinkend zur Abbildung R x
V — V : (\v) — Av und man erhélt einen reellen
Vektorraum Vr. Weiter ist dann

(0,0) = R v,10) = 3 (0,0) + (w,0))

eine R-Bilinearform auf Vg, die symmetrisch und wie-
derum positiv definit ist, d.h. (Vg, (.,.)) ist ein euklidi-
scher Raum.

o 1= Realteil

3 EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

3.4.6 Norm, orthogonal, Ein-

heitsvektoren

rechtwinklig,

Sei (V, (., .)) ein euklidischer oder unitérer Raum. Dann
definiert

(v, 0)

die Norm (Ldnge) von v € V. Ferner heiflen v,w € V
orthogonal (rechtwinklig), falls (v,w) = 0. Schreibe
hierfiir v L w. Vektoren der Norm 1 heiflen Einheits-
vektoren.

[l =

o fiir o« € Kund v € V gilt:
[ow]l = |af [[v]

3.5 Geometrische Eigenschaften eukli-
discher und unitirer Ridume

3.5.1 Es gelten die Polarisierungsidentitéiten

euklidisch
1 2 2
(w,9) = 7 (o + > = llz - yI*)
unitir
1 2 2 2 2
(,y) = 7 (e tull? =z vl +i(lleiy) - o))

e d.h. sowohl im euklidischen als auch im unitér-
en Fall ist das Skalarprodukt durch die Norm be-
stimmt.

e in euklidischen Réumen gilt:

[ull = [loll © (u+v,u—v) =0

3.5.2 Satz des Pythagoras

2 2 2
zLy=llz+yl” =zl + |yl

3.5.3 Ungleichung von Cauchy-Schwarz

[z 9)| < [l2[l - llyll

3.5.4 Winkel

Sei (V, (., .)) euklidischer bzw. unitérer Raum. Zu z,y €
V\ {0} sei der Winkel vy € [0, 7] definiert durch:

cosy = X (z,y)
Il flyl

o 1= Realteil



3.7 Orthonormalbasen

3.6 Metrische Riaume
3.6.1 Metrik

Seine Menge M mit einer Abbildung d : M x M — R,
der Metrik, heiit metrischer Raum, falls Va,y,z € M

L (M1) d(z,y) = d(y,x)
(M2)d(z,y)>0und d(z,y) =0 x=y

2.
3. (M3)d(z,2) <d(z,y) +d(y,2)
Drevecksungleichung

e 7. B. diskrete Metrik

e ={) 722

3.6.2 Metrik im euklidischen und unitiren
Raum

Sei (V, (., .)) ein euklidischer oder unitérer Raum. Dann
definiert d (z,y) := ||z — y|| =/{x — y,x — y) eine Me-
trik auf V.

3.6.3 Eigenschaften von Metriken

Lz +yll = llzll + llyl & I € R0y = az

2. {z,y)| = ||zl + |lyll © = und y linear abhingig
iitber K

3. Existenz genau eines Mittelpunktes auf der Verbin-
dungsstrecke.
Sei(V, (., .))euklidischer Raum. Dann gilt:
Ve,y e Vilmg, € V:
d (l‘, mm,y) =d (y7 mm,y) = %d (w, y)
4. Sei ¢ : V. — V eine Abbildung mit ¢ (0) = 0 und

d(p(x),p(y) = d(x,y) fir alle z,y € V. ¢ ist
linear.

e © nennt sich abstandserhaltend oder isome-
trie

e siche 3.10 auf Seite 23

3.7 Orthonormalbasen
3.7.1 Definition

Sei (V, {.,.)) ein eudlidischer oder unitérer Raum. Eine
Familie (v1, ..., v ) in V\ {0} heiit Orthogonalsystem,
falls v; L vy fiir i # k.

Gilt zusétzlich, dass ||v;|| = 1 fiir alle ¢, dann heift
(v1,...,0m) Orthonormalsystem.

Ein Orthonormalsystem, dass eine K-Basis von V ist,
heifit Orthonormalbasis (ONB) von V.
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e Jedes Orthonormalsystem (vq,...
unabhéngig.

, Upn) ist linear

e Jeder endlich dimensionale Teilraum von V' besitzt
eine Orthonormalbasis.

e Die Standardbasis von K™ ist eine Orthonormal-
basis.

e Fiir beliebige v € R ist

(57 ):(

eine Othonormalbasis des R2.

cosy
sin y

—siny
cosy

))

3.7.2 Koordinaten beziiglich ONB

Sei (vy,...,vm) eine ONB von V. Dann lésst sich ein
belibiges v € V' eindeutig darstellen mit

v={(v,v1) 01 + ...+ (U, V) U

e Die (v,v;) sind also die Koordinaten von v beziig-
lich der ONB

3.7.3 Orthonormalisierungsverfahren
Gram-Schmidt

von

Sei (b1,...,bm) eine linear unabhingige Familie in
V. Es gilt dimglin (by,...,b,) = m. Im folgenden
Konstruieren wir eine Orthonormalbasis von U =

lin (b1, ..., by ). Dazu setze
uy = b1
Ui
vy = ——
[[uall
Ug = b2 — (bg,’l}1> U1
U2
Vg =
[[uzll
uz = bz — (b3, v1)v1 — (b3, v2) va
U3
VU3 =
[[us]]
m—1
Uy, = by — (b, i) v;
=1
Um,
Uy = ——
[ |
(v1,...,0m) ist eine Orthonormalbasis von U.

e Hierbei werden von einem Vektor alle Komponen-
ten abgezogen, die in Richtung schon vorher abge-
arbeiteter Vektoren zeigen. Anschlieflend wird der
Rest auf 1 Normiert.

e Mit diesem Verfahren lassen sich auch lineare Ab-
hiingigkeiten in (by, .. ., by, ) entdecken. Ist b; linear
abhéngig von (b1,...,b;—1) dann ist u; = 0.
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3.8 Orthogonale Teilridume

Sei (V, (., .)) euklidischer oder unitédrer Raum.

3.8.1 Definition

Zu M C 'V heifit
Mt ={veV|VymeM:v Lm}

das orthogonale Komplement von M.

e M+ <V ist linearer Teilraum von V

3.8.2 Eigenschaften

Seien A, B C V. Dann gilt:

1. ACB= B+ cC At
2. ACBt e BC At

3. AC (A)"
4. AL:((AL)L)L

5. (AUB)T = At n Bt

6. An A+ = {0}

3.8.3 Interpretation als Gleichungsystem

Sei V' = R™ euklidischer Raum und ¢ € R™. Dann ist
fir a = (a1,...,a,) und & = (z1,...,2,)

at = {a}" = {v € R"| (a,v) = 0}

die Losungemenge der linearen Gleichung (a,z) =
Z?:l a;T; = 0.

Weiterhin gilt fiir a,b,¢,... € R", dass {a,b,c,.. .}J‘ =
atNnbtNnetn. .. die Losungsmenge des homogenen
linearen Gleichungsystems (a,x) = (b,x) = (c,z) =
..=0

o fiir a # 0 ist a eine lineare Hyperebene

e a,b,c,...sind sozusagen die Zeilen der Matrix des
zugehorigen linearen Gleichungsystems

3.8.4 Orthogonaler Teilraum und Basis

Sei ay,...,am, €V und

U=1lin(ay,...,amn)

dann gilt UL = {a1,...,am}™.

3 EUKLIDISCHE UND UNITARE VEKTORRAUME

3.8.5 Endlichdimensionale Teilrdume

Sei U < V endlich dimensionaler Teilraum. Dann gel-
ten

1. V=Uas UL

2. (UL =U

3.8.6 Projektion

Sei U < V ein endlichdimensionaler Teilraum mit Or-
thonormalbasis (u1, ..., u;,). Die Abbildung

7T:V—>V,U»—>Z(v,ui)ui

i=1

besitzt folgende Eigenschaften:

1. 7 ist linear
2. m(v)eUfiralleveV
3. w(u) =u fir alleuw € U

4. mrom=m
d.h. 7 ist eine Projektion auf U

5. Im (1) = U und ker (7) = U+

6. v—m(v) €Ut fir allev € V

7. lv=m ()] <|Jv—u| fir alleve ViueU
Gleichheit gilt nur fir 7 (v) = u.

e 7 (v) ist also die beste Approximation fiir v in U.

e 7 ist unabhingig (in allen Féllen identisch) von
der konkreten Wahl der Orthonormalbasis fiir U
solange das U gleich bleibt.

e Diese Projektion kommt auch so im Gram Schmidt
Orthonormalisierungsverfahren vor, siehe 3.7.3 auf

der vorherigen Seite.

e Diese Abbildung ist durch die folgende Angaben
bereits eindeutig bestimmt:

— lineare Projektion

— U = im7 = (kerm)™

e Ist w die Orthogonalprojektion auf U, so ist id — 7
die Orthogonalprojektion auf U+



3.10 Orthogonale und unitdre Abbildungen
3.9 Fourierreihe

Die Menge C [0, 1] der Stetigen Funktionen von [0 1]
nach R bilden zusammen mit (f, g) fo x) dx
einen euklidischen Vektorraum.

Die Funktionen wvg,v1,vs, ..., w1, ws,... doe fir z €
[0, 1] definiert sind durch v, (z) = cos (2wkz) , wy, (x) =
sin (2rkx) fiir & € N bilden ein Orthonormalsystem in
C[0,1]. Die v, = %vk und wy = %wk bilden also ein
Orthonormalsystem.

Der lineare Teilraum

7., = lin (vo, . . . wy) < C10,1]

y Uny Wiy v vy

heifit Raum der trigonometrischen Polynome vom
Grad < n. Die Elemente von 7, bestehen aus Line-
arkombinationen

n

T = %UO + ) (onvk + Brwy)
k=1
T (ac) = 70 + Z (o cos(2mka)+ B sin(2mka))
k=1
Es sei m, : C[0,1] — 7,, die orthogonale Projektion

auf 7,. Diese ist die Beste Approximation durch ein
trogonometrisches Polynom vom Grad < n. Sei f die
zu Approximierende Funktion. Es gilt:

ap = 2 <fa Uk)
1
ap = 2/ f (x) cos (2mkx) dx
6]6 = fa wk
Br = / f (z) sin (27ka) dx

Die Koeffizienten ay, und Sy heiflen Fourierkoeffizenten
von f. Die unendliche Reihe

« = .
70 + ,; (ag, cos (2mkz) + By sin (2wkx))

heiflt Fourierreihe von f. Falls f zweimal stetig diffe-
renzierbar und f (0) = f (1), so konvergiert die Four-
rierreihe gleichméfig gegen f.

3.10 Orthogonale und unitire Abbil-

dungen
Sei (V,(.,.)) ein euklidischer oder unitidrer Raum.
3.10.1 orthogonal / unitir / Isometrie

Eine invertierbare Abbildung ¢ : V' — V heifit ortho-
gonal (bzw. unitdr), falls gilt

(p(x), ) =

nennt sich ¢ eine Isometrie.

(x,y) Ve,y e V
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e Orthogonale (und unitére) Abbildungen respektie-
ren Léngen und Winkel

e Fiir dimV < oo folgt die Invertierbarkeit aus der
Isometrieeigenschaft.

3.10.2 &Aquivalente aussagen zur Isometrie

Es seien V und W zwei euklidische oder unitidre Vek-
torrdume und es sei ¢ : V. — W eine lineare Abbildung.
Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. ¢ ist eine Isometrie
2. |lg ()| = ||lz|| fir alle z € V

3. [le (x) —

oY) = |z —y| fir alle z,y € V/

3.10.3 orthogonale und unitire Gruppe

Fir (V,(,.)) euklidisch heiit O (V) =
{¢ € GL (V) |¢ orthogonal} orthogonale Grup-
pe auf V. Fir (V,(,.)) unitdr heift U (V) =
{¢ € GL (V) | unitér} unitire Gruppe auf V.

3.10.4 Isometriekriterium

Sei (vy,...v,) eine Orthonormalbasis von V. Es
gilt ¢ € GL(V) orthogonal bzw. unitir <
(p(v1),...,¢(v,)) ist Orthonormalbasis.
e D.h. das die Spalten/Zeilen von [cp]ﬁz bilden ein
Orthonormalsystem
3.10.5 orthogonale Matrizen

Eine Matrix @ € R™*"™ heif3t orthogonal, falls gilt

Q-QT =

GL,R ={M € R™™"|M ist invertierbar}

OnR = {Q € GL,R|IQ™! =
le Gruppe auf R™.

QT — Qfl
det@) = +1

QT} heifit orthogona-

3.10.6 adjungierte / unitire Matrizen

Fir M = (m;), ; € C**" heifit M* = M =
die zu M ad]ungzerte Matrix.

Eine Matrix @ € C™*"™ heif3t unitdr, falls Q - Q* = I,.

(mji); i

o GL,C={M € C""|M ist invertierbar}

e U,C = {QeGL,QQ"
Gruppe auf C™.

:Q*} heif3t wunitdre
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3.10.7 spezielle Matrizengruppen

generelle lineare Gruppe

GL,K = {M € K"*"|M ist invertierbar}

e Menge der invertierbaren Matritzen

unitire Gruppe

Ua.C={Q e GL,ClQ™" =Q"}

e So etwas wie Drehungen und Spiegelungen in kom-
plexen Vektorrdumen

orthogonale Gruppe
O,R = {Q € GL,RIQ™!' = QT}

e Drehungen und Spiegelungen in reellen Vektorriu-
men

spezielle lineare Gruppe

SL,K = {M € GL,K|det (M) =1}

spezielle orthogonale Gruppe

SO,R=0,RNSL,R

e beschreiben Drehungen in reellen Vektorrdaumen

spezielle unitdre Gruppe
SU,R=U0,CNnSL,C
e Alle hier aufgelisteten Gruppen sind Untergrup-
pen von GL,K. D.h. die Elemente sind eine Teil-
menge (C), und sie sind unter der Verkniipfung

abgeschlossen. Hierzu nutze wie beim Untervek-
torraum das Symbol <.

e Verkettung von Drehungen ist Drehung

e Verkettung von Drehung und Spiegelung ist Spie-
gelung

e Verkettung von Spiegelungen ist Drehung

3.10.8 Charakteristika fiir orthogonale und
unitire Matrizen / Abbildungen

Es sei Q € K™*". Aquivalent sind:

4 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN

1. Die lineare Abbildung ¢g : K* — K" : ¢ — Qu
ist orthogonal (bzw. unitir) bzgl. des euklidischen
Skalarprodukts (bzw. bzgl. des hermitschen Ska-
larprodukts), d.h. Vo, w € K™ :

{pq (v) g (w))
= <QU7 Qw)

= <'Ua ’LU)
2. Die Spalten (s1,...,s,) der Matrix @ bilden eine

Orthonormalbasis von K": d.h.

1 i=j

3. Q ist eine orthogonale Matrix, d.h. Q - QT = I,
(bzw. unitir @ - Q* = I,)

4. @ ist invertierbar und Q! = QT (bzw. Q7! =
Q)

5. Die Zeilen von @ bilden eine Orthonormalbasis)

6. QT ist eine orthogonale Matrix (bzw. unitér)

3.10.9 Spiegelung an Hyperebene

Es sei V' ein euklidischer Vektorraum. Ist v € V ein
Einheitsvektor (d.h. ||v]| = 1) so wird durch

Sp:V—=Viw—w—2(wv)v
eine Abbildung definiert, die orthogonale Spiegelung an
der zu v orthogonalen Hyperebene heif3t.
e 5,058, =1d

e s, ist linear und orthogonal

4 Eigenwerte und Eigenvekto-
ren

4.1 Einleitung

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum und ¢ :
V — V ein k-linearer Endomorphismus.

4.1.1 Definitionen

Ein Skalar A € K heiflit Eigenwert von ¢ falls es ein
v € V\ {0} gibt, so dass ¢ (v) = Av.

Jeder von 0 verschiedene Vektor w mit ¢ (w) = Aw
heifit Figenvektor zum Eigenwert A (bziiglich ).

Der Unterraum

Vi = Wa(p)
ker (o — A\ -idy)

{v e Vl]p(v) = v}



4.3 Polynome

heifit Figenraum zum Eigenwert A (beziiglich ).

Die Dimension dy = dimg V) heifit geometrische Viel-
fachheit von .

Die lineare Abbildung ¢ heifit diagonalisierbar, falls es
eine Basis von V gibt, die nur aus Eigenvektoren von
© besteht (zu moglicherweise verschiedenen Eigenwer-
ten). Das heifit die zugehorige Matrix von ¢ ist eine
Diagonalmatrix.

e )\ Eigenwert von ¢ < Jv # 0: (¢ — Aid) (v) =0
< ker (¢ — Aid) # {0}

e v Eigenwert von ¢ beziiglich dem Eigenwert A <
v # 0A (¢ — Aid) (v) =0 < v € ker (¢ — Aid) \ {0}

4.1.2 charakteristische Gleichung

Sei ¢ € End (V) und dimg V' < oo. Es gilt: A Eigenwert
von ¢ < det (¢ — Aid) = 0.
det (¢ — Aid) ist die charakteristische Gleichung.

4.1.3 Eigenwerte von Matrizen
Sei M € K™*™. Dann heifit A € K Figenwert von M,

falls A € K Figenwert von M, falls A Eigenwert von
on 2 K™ x K™, Analog: Figenvektoren.

4.1.4 Eigenwerte in C

Sei M € C™*™ mit reellen Eintrdgen. Falls v Eigen-
vektor zum Eigenwert A ist auch v Eigenvektor zum
Eigenwert \.

4.2 Diagonalisierbarkeit

4.2.1 lineare Unabhingigkeit von Eigenvekto-

ren
Seien A1, ..., A, paarweise verschiedene Eigenwerte von

@ und vy, ...,v, zugehorige Eigenvektoren. Dann ist
(v1,...,v,) linear unabhiingig.

e Falls p sogar n = dimg V verschiedene Eigenwerte
hat, so ist ¢ diagonalisierbar.

4.2.2 Diagonalisierung von Abbildung

Seien Aq,...,A, verschiedene Eigenwerte von ¢
mit den geometrischen Vielfachheiten di,...,d,. Sei
(bi1y---,bia;) Basis fur Vy,. Dann ist
B=(b11,---b1,d1:0271,---,b2.dps -y bp1,. . bpa,)
Basis von
Vi, ®...®V,,
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Falls gilt dy +do + ...+ d, = n, dann gilt
Vi,@...0 V. =V

und ¢ ist diagonalisierbar.

dy
A1
0
A1
lPl5 =
Ar
0
Ar
—_—

4.3 Polynome

Sei K ein Korper.

4.3.1 Polynom

Eine Funktion ¢ : N — K : n +— a, mit der Eigen-
schaft, dass es ein N € N gibt, so dassVn > N :a, =0
gilt heifit Polynom mit Koeffizienten in K.

Wir  schreiben solch eine Funktion a =
(ag,ai,as,...,an,0,...) als a(t) = ag + at + ast® +
... 4+ ant", wobei das Symbol t eine Unbestimmite
(insbesondere kein Element aus K) ist.

K[t]={ao+ait+...+antV]a; € K, N € N} ist die
Menge aller Polynome mit Koeffizienten in K (in der
Unbestimmten t).

4.3.2 Operationen mit Polynomen

Mit der Komponentenweise Addition und der Kom-
ponentenweise Skalarmultiplikation ist K [¢] ein K-VR
mit Basis (1,¢,¢?,...). Insbesondere ist dimg K [t] =
00.

Addition

(a0+a1t+a2t2+...+aNtN)
+ (bo + bit + ... + bast™)
= (a0+b0)+(a1+b1)t+...

+ (amax(lb[,N) + bmax(lb[,N)) tmax(M,N)

Skalarmultiplikation

)\(a0+a1t+a2t2+...+aNtN)
= (Mag) + Nay)t+ Nao) t? + ...+ (han) tV
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Koordinaten
(a0+a1t+a2t2+...+aNtN)
= (a0~1+a1 ~t+a2~t2+...+aN~tN)
Polynommultiplikation

(a0+a1t+a2t2+...+aNtN) *
(bo + brt + bat® + ... + bart™)
= (aobo) + (a0b1 + blao) t+ (aobg + a1b1 + aon) t2

+...+ (ZiJrj:k aibj) tk +...+aNbMtN+]\/I

4.3.3 Struktur von Polynomen

(K[t],+,,*) ist eine kommutative K-Algebra, das
heifit:

1. (K [t],+,") ist ein K-Vektorraum
2. (K [t],+,*) ist ein kommutativer Ring

3. Es existiert eine Polynommultiplikatives Neutral-
element 1 = (1,0,0,...) € K [{]

4. A-a)xb=X-(axb)

4.3.4 Grad

Seia:N— K :n+— a, ein Polynom. Fiir a # 0 sei
dega =min{n € NVn > N : a, =0}

und deg (0) = —oco. Die Zahl deg (a) € NU{—o0} heift
Grad von a.

Fir alle n € NU {—o0} gilt:

1. max (n, —00) =n
2. n+(—x) = —o0

3. n>—0o0
Seien a,b € K [t], dann gilt:

1. deg (a4 b) < max {dega,degb}

2. deg (a-b) = det (a) + deg (b)

e Fiir a,b € K [t]\ {0} gilt a-b = 0, das heifit der
Ring ist nullteilerfrei.

4 EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN
4.3.5 Auswertungsabbildung iiber Koérper

Zu einem Polynom a = ag + ait + ... + ant” € K [t]
kann man eine Auswertungsabbildung, auch Polynom-
funktion genannt, definieren:

d:KHK:/\»—»aOJral)\qL...JraN)\N
e kaum Unterschied iiber Korpern der Charakteri-
stik 0 zu normalem Polynom

e In Fachbiichern wird zwischen dem Polynom und
der Auswertungsabbildung meistens nicht unter-
schieden

e Man kann sich die Auswertungsabbildung von a €
K [t] in beliebigen K-Algebren ansehen

e Ist K unendlich und p, ¢ € K [t], so folgt aus p = ¢
schon p = ¢ (umgekehrt ohnehin).

4.3.6 Auswertungsabbildung iiber Matrizen

Zu einem Polynom a = ag + ait + ... + ant’y € K [t]
kann man eine Auswertungsabbildung, auch Polynom-
funktion genannt, definieren:

a: K™ — K™ M agl, +a M + ... +ayMN

Qn

e Die Abbildung ¢p : K[t] — K™" : a +—
ist ein K-Algebrahomomorphismus.
Hiermit ist nicht das Polynom, sondern die Aus-
wertungsabbildung des Polynoms gemeint.

(M)

e Man kann ebenso eine Auswertungsabbildung in
EndgV betrachten fiir beliebigen K-Vektorraum
|4

e Der Ring K [t] ist nullteilerfrei, aber der Ring
K™ ™ nicht (fiir n > 2)

o Es gilt fiir alle A € K
das heifit falls Ao eine Nullstelle von a ist folgt
a(Mol,) =0

4.3.7 Nullstelle

Sei a € K [t] ein Polynom. Die Zahl A € K heifit Null-
stelle von a € K [t], falls a (A\) = 0.

Hat a den Grad d > 1 und eine Nullstelle A € K. Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes Polynom b € K [t]
mit degb=d—1und a = (t —\) - b.

(t — A\) wird Linearfaktor genannt, und das zeilegen von
a wird abspalten eines Linearfaktors bezeichnet.

e Die Umkehrung gilt ebenfalls. Falls a = (t — \) - b,
dann ist A Nullstelle von a.

e Ein Polynom in K [¢] vom Grad d hat hochstens d
paarweise verschiedene Nullstellen.



4.4 Charakteristisches Polynom

4.3.8 Vielfachheit

Seien a € K [t] und A € K, so dass A = (t — \)° b fiir
s € N\ {0} und b € K[t] mit b(\) = 0. Dann heift
s die Vielfachheit der Nullstelle A von a und A heif3t
s-fache Nullstelle von a.

Seien A1, ..., A, die verschiedenen Nullstellen von a €
K [t]\ {0}mit Vielfachheiten sq,...,s,. Dann existiert
eindeutig ein Polynom b € K [t] ohne Nullstellen, so
dass

a={t—X)" .- (t=X)" b

4.3.9 Fundamentalsatz der Algebra

Jedes Polynom a € C [t] mit deg > 1 besitzt eine Null-
stelle in C. Das heif3t der Korper C ist algebraisch abge-
schlossen. Daraus folgt, dass jedes Polynom in Linear-
faktoren und eine Konstante faktorisiert werden kann.

e In den reellen Zahlen kann man faktorisieren in
lineare und quadratische Polynome.

4.3.10 Polynomdivision

Sind p,q¢ € K [t] mit ¢ # 0, so existieren eindeutig
bestimmte Polynome s,r € K [t] mit

p=s-q+r

und deg (r) < deg (q). r ist dabei der Rest, ist r = 0 so
sagt man, p ist durch g teilbar.

e Ist a eine Nullstelle des Polynoms f € K [t], so ist
f durch (x — a) teilbar.

4.4 Charakteristisches Polynom

Sei A € K™*™ eine quadratische Matrix.

4.4.1 Definition

Die Determinante
xa=det(A—t-1I,) € K [t]

heiflt charakteristisches Polynom von A.

e Eigentlich sind Polynome eine Koérper und somit
wire die Determinante nicht definiert. Da sich die
Polynome K [t] aber in den Kérper der rationa-
len Funktionen K (t) einbetten lassen, ist dies kein
Problem.
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4.4.2 Koeffizienten des Charakteristischen Po-
lynoms

xa € K [t] ist ein Polynom vom Grad n. A € K™*".
Es gilt

xa=(=D"t" 4+ (=) "tr(A) " 4. 4 det A

e Damit lassen sich sich charakteristische Polynome
einerseits schnell iiberpriifen, und anderseits Poly-
nome vom Grad 2 direkt angeben.

4.4.3 Diagonalisierbarkeit

Die Matrix A € K™*" ist diagonalisierbar iiber K ge-
nau dann, wenn x4 = (A; — ) - -+ (A, — )" und falls
fiir jeden Eigenwert \; die algebraische Vielfachheit e;
iibereinstimmt mit der geometrischen Vielfachheit.

e Es gilt A = S—1AS =
diag | A,y A1y s Ary ey A mit
—_———
e1 mal e, mal
S = (V11 Vdyse--sUr1s-v,Upg,) und
(vi1s-..,v;q;) Basis des Eigenraumes von \;.

e Sei ¢ eine Projektion (¢ o ¢ = ¢). Ist By eine
Basis von im (¢) und Bs eine Basis von ker (¢)
so ist die Matrix von ¢ beziiglich B; U By eine
Diagonalmatrix, auf deren Diagonalen nur Nullen
und einsen stehen, also sind 0 und 1 die einzigen
Eigenwerte.

e Potenzen von Matrizen berechnet man am besten
in Diagonalgestalt

(STTAS)" = S7tA"S

4.4.4 Komplexe Matrizen

Eine Matrix A € C™*" ist diagonalisierbar iiber C ge-
nau dann wenn fiir jeden Eigenwert stimmen algebrai-
sche und geometrische Vielfachheit iiberein.

Fiir A € C"*" gerfallt x4 immer in Linearfaktoren.

Jede komplexe Matrix hat einen Eigenwert.

4.4.5 Satz von Cayley Hamilton

Sei A € K™*™. Dann gilt

xXa(4)=0

e Kann benutzt werden um einfache Formeln fiir ho-
here Potenzen von Matrizen zu finden.
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4.4.6 Minimalpolynom

Fiir jede Matrix A € K™*" existiert genau ein Poly-
nom g4 € K[t] mit fia (A) = 0 minimalen Grades
mit Leitkoeflizienten 1. Der Leitkoeffizient eines Poly-
noms p = ap + a1t + ... + @, t" ist fir a, # 0 gleich
lef (p) = auy,. pa heiflt Minimalpolynom von A.

e Die Existenz annulierender Polynome (Minimal-
polynom und Satz von Cayley Hamilton) ist nur
in endlichdimensionalen Vektorrdumen gesichert.

e Ahnliche Matrizen haben dasselbe Minimalpoly-
nom

e zu A € K™ haben x4 und p4 dieselben Null-
stellen

e Das Minimalpolynom teilt das charakteristische
Polynom.

e Falls das Charakteristische Polynom keine Null-
stelle, bzw. jede nur mit Algebraischer Vielfachheit
1 hat gilt:
HA = XA

5 Diagonalisierung normaler

Matrizen

Im Folgenden ist stets K € {R,C} und (K", (.,.)) stan-
dard euklidischer bzw. unitarer Raum.

5.1 Normale Matrizen

5.1.1 Adjungierte

Fiir A — (aij) € CnXn st A* = (a_ﬂ) — ZT

Adjungierte von A.

= AT die

Es gelten folgende Rechenregeln
A+ B)" = A* + B*

2. (A-B)" = B* - A*

3. (MNA)" = A" fir Ae C

4. A*=A

5. Falls Vi, j : a;; € R gilt A* = AT

-
-
-

5.1.2 symmetrisch und hermitesch

Sei A € K"x™
1. A symmetrisch: < A = AT
2. A schiefsymmetrisch: < A = —AT
3. A hermitesch: & A = A*
4. A schiefhermitesch: < A = —A*

e Der Rang von schiefhermiteschen Matrizen ist ge-
rade.

5 DIAGONALISIERUNG NORMALER MATRIZEN
5.1.3 Zerlegungen von Matrizen

Es gilt fiir A € C**"

LA= L (A+A) 45 (A7)
reell imaginér
2. A:l(A+AT)+ l(A—AT)
2 2
symmetrisch schiefsymmetrisch
1 1
3. A= 5(A+A*)+ 5(A—A*)

hermitesch schiefhermitesch

5.1.4 Eigenschaften des Skalarproduktes

Sei A € C"*™ und v,w € C™. Es gilt

(v, A*w)
(A v, w)

5.1.5 Normale Matrizen

Eine Matrix A € C"*™ heifit normal, falls gilt

A-AT=A"-A
Folgende Matrizen sind normal:

1. unitdre Matrizen
2. reelle orthogonale Matrizen
Diagonalmatrizen

hermitesche und schiefhermitesche Matrizen

AN

reelle symmetrische und schiefsymmetrische Ma-
trizen

5.2 Normale Matrizen und Eigenwerte

Sei A € C"*™ normal.

5.2.1 Erzeugen von weiteren normalen Matri-
zen

1. A — AL, normal fiir beliebiges A € C
2. Q*AQ = Q' AQ normal fiir unitires Q
5.2.2 Eigenwerte von Adjungierte
Sei A € C Eigenwert von A und v zugehoriger Eigen-

vektor. Dann ist A Eigenwert von A* mit Eigenvektor
V.

e Siche 4.1.4 auf Seite 25



5.2.3 Eigenwerte von hermitescher Matrix

Sei A € C™*" hermitesche Matrix. Dann sind alle Ei-
genwerte von A reell. Insbesondere sind alle komplexen
Eigenwerte einer reellen symmetrischen Matrix reell.

5.2.4 Orthogonalitit von Eigenvektoren

Sei A € C"™*™ normal. Dann sind die Eigenvektoren zu
verschiedenen Eigenwerten orthogonal.

5.3 [Eigenschaften spezieller normaler
Matrizen

5.3.1 Normale Matrizen

Sei A € C**". Aquivalent sind:

1. A ist normal

2. C™ besitzt Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von A

3. Es existiert Q € U, C, so dass Q' AQ Diagonal-
matrix

5.3.2 Hermitesche Matrizen

Sei A € C**". Aquivalent sind:

1. A ist hermitesch
2. A normal & alle Eigenwerte reell

3. Es existiert Q € U, C, so dass Q 'AQ eine reelle
Diagonalmatrix ist

5.3.3 Symmetrische Matrizen

Sei A € C™*". Aquivalent sind:

1. A symmetrisch

2. R™ besitzt Orthonormalbasis aus Eigenvektoren
von A

3. Es existiert Q € U,R, so dass Q "t AQ (reelle) Dia-

gonalmatrix

5.3.4 Unitire Matrizen

Sei A € C™*". Aquivalent sind:

1. A unitdr, d.h. A € U,C
2. A normal & alle Eigenwerte haben Betrag 1

3. Es existiert Q € U, C, so dass Q' AQ Diagonal-
matrix mit Elementen vom Betrag 1.
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6 Jordansche Normalform

6.1 Jordanblock
6.1.1 Definition

Ein Jordanblock ist eine Matrix

A1 0

Jm,A — 6 KmX’rn
1
0 A

mit m € N\ {0}.

6.1.2 Diagonalisierbarkeit

Ein Jordanblock ist nicht diagonalisierbar. Der Eigen-
raum zum Eigenwert A ist 1-dimensional. Es gilt

XJWL,A = ()\ - t)m

e ¢ ist Basisvektor des Eigenraums.

6.1.3 Mimimalpolynom
Fiir das Minimalpolynom gilt

Hdmx = XJmx = (>‘ - t)m

6.2 Jordansche Normalform
6.2.1 Definition

Eine Matrix A € K"*" besitzt Jordansche Normal-
form falls sie eine Blockdiagonalmatrix aus Jordan-
blocken ist, d.h.

Jml,/\1 0
A= .
0 Jmk7/\k

6.2.2 Allgemeinheit der Jordanschen Normal-
form

Sei V= C" und ¢ € EndcV. Dann existiert eine Basis
B von V, so dass [¢],; Jordansche Normalform hat.

Sei A € C™"™". Dann ist A dhnlich zu einer Matrix in
Jordanscher Normalform.

6.2.3 Ahnlichkeit von Matrizen

Zwei komplexe Matrizen sind dhnlich genau dann,
wenn sie (bis auf Umordnung der Jordanblocke) die-
selbe Jordansche Normalform haben.
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6.3 verallgemeinerter Eigenvektor

6.3.1 Eigenschaften einer Blockdiagonalmatri-
ze mit Jordanblock

Sei V.= C", ¢ € EndcV, X\ Eigenwert von ¢. Sei

B = (v1,.Um,Vm1,...,0pn) eine Basis von V, so
dass
[ ] o Jm,k *
Yls = 0 %
Dann gilt
pv) = v
v (v2) = v+ Avg
©(Vm) = Um—1+ AUy

was dquivalent ist zu

(p—XA-id)vy = 0
(p—=A-id)vs = vy
(p—=Xid) vy, = Vo1

6.3.2 Jordankette

Eine Familie (v1,...,v,) € V heifit Jordankette zum
Eigenwert A\ von ¢, falls v1 # 0 und

(p—XA-id)vy = 0
(p—=A-id)va = n
(p—=Xid) vy, = Vo1

gilt.

e Eine Jordankette zum Eigenwert A von ¢ ist linear
unabhéngig

6.3.3 verallgemeinerter Eigenvektor

Ein Vektor v € V\ {0} heifit verallgemeinerter Eigen-
vektor (auch: Hauptvektor) von ¢ zum Eigenwert A,
falls es ein k € N\ {0} gibt, so dass

(p—A-id)fv=0
gilt. Das kleinste k& € N, fiir dass diese Gleichung gilt,
heifit Stufe von v.

6.3.4 verallgemeinerter Eigenraum

V) = Jker (o= A-ia)")

keN
lin (vy, ...

1Y)

s Um)

6 JORDANSCHE NORMALFORM

heiflt verallgemeinerter Figenraum von ¢ beziiglich A.

Seien A1, ..., A alle paarweise verschiedene Eigenwerte
von ¢. Dann gilt

V=VM()&...0 V™ (p)

e Dies ist ein Untervektorraum von V'

VA ) <V

6.3.5 Lineare Unabhingigkeit von Jordanket-

tenfamilie
Sei
_ 1 1 2 2 s s
C= |01y U, VT Uy ey VT, U
—_———— ——— ——
11 stk. lo stk. ls stk.

eine Familie von s Jordanketten zum Eigenwert A\ von
p, d.h.

Loo1<j<l;

(o — Aid) U;-H vj
(o —Aid)vi = 0
Falls (vf,...,v{) linear unabhiingig ist auch C linear
unabhéingig.

e Die geometrische Vielfachheit eines Eigenwertes
enspricht der Anzahl der Jordanketten zu diesem
Eigenwert.

6.3.6 Verkiirzen eines Jordan Erzeugendensy-
stem

Sei C wie in 6.3.5, aber linear abhéngig. Dann existiert
eine Familie C’ von Jordanketten mit lin (C) = lin (C'),
aber C’ enthélt einen Vektor weniger als C.

Um dieses umzuformen wie folgt vorgehen:

1. aus 6.3.5 folgt, das (vf,...,v{) linear abhiingig.
Das heiBt, es existiert (aq,...,as) € C die nicht
komplett aus Nullen besteht mit

S
E a;v; =0
i=1

2. Sei j € {1,...,s}, so dass [; minimal mit «; # 0.
Da sich die Eigenschaft der linearen Abhéngikeit
unter Vertauschung der Elemente in einer Familie
nicht &ndert, ldsst sich die kiirzeste Jordankette
dessen erster Vektor linear abhéngig ist an den
Anfang der Familie tauschen. Es gilt also 0.E. j =
lund a3 #0

3. Fallunterscheidung iiber die Lénge der nun ersten
Kette

(a) 11:1



i. streiche v; aus C, um C’ zu erhalten

(b) i >2
i. Setze
-1 _ .1 Qi
Uy =V + Z a—va
1
a; #0
iA11

firl<p<li;—1
Wegen der Minimalitét von [; existieren
die Vektoren v,

ii. Nun bildet (ﬁ%, . .,ﬁlll_l) eine Jordan-
kette der Léange I3 — 1

iii. Ersetze (v{,...,v}) in C durch
(ﬁ%, ceey ﬁlll—l) um C’ zu erhalten.

4. Es gilt lin (C") = 1in (C)

6.3.7 Jordanbasis

Fiir jeden Eigenwert A\ von ¢ besitzt der verallgemei-

nerte Eigenraum V* () eine Jordanbasis J, das heisst
eine Basis von V* () mit

J

[elvae];

in Jordanscher Normalform.

6.4 Berechnung der Jordan-

Normalform

Sei V =C" und ¢ € EndcV.

1. Bestimme die Eigenwerte von ¢

A,y A

mit algebraischen Vielfachheiten

€1,...,€k

in C gilt bekanntlich e; + ... + e = n.

2. Fiir jeden Eigenwert \;:
Bestimme ein Basis des verallgemeinerten Eigen-
raumes Vi (). Dazu:

(a) schrittweise Losen der linearen Gleichungssy-
steme ]

(o —Niid)? v =0
fir j = 1,2,... < e; bis man e; linear unab-
hingige Losungen gefunden hat. Hierbei tau-
chen die die Losungen fiir (¢ — \;id)? v = 0
bei (¢ — Niid)? ! v = 0 wieder auf.
Fiir jeden dieser e; Vektoren v bilde seine Jor-
danketten durch anwenden von (@ — \;id) v
(bis man 0 erhilt).

Setze diese Jordanketten zu einer Familie zu-
sammen und verkiirze sie schrittweise durch
Anwendung von 6.3.6 auf der vorherigen Sei-
te, bis man eine Basis (der Linge e;) erhilt.
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(d) Man hat nun also fiir jedes A; eine Basis der

Form
_ 1 1 2 2
Ci = Uity -5 Uil Vits - -+ 5 Vilyo s

1;1 stk. l;o stk.
S; Si

Uil Vil
——— —

lisi stk.

wobei auch die [, s,v von ¢ abhéngig sind. Es
gilt e, =1lin +lio+ ...+ s, und s; < ¢;

3. Matrix des Basiswechsels (zur Jordan Normal-
form) besitzt als Spalten verallgemeinerte Eigen-
vektoren aus 2). Diese Kettenweise aufsteigend
sortieren!

[ple = ct [plsC
= diag (Jlny)\l, ..
/SIS VIR ‘]12527)\2’ s JlkskaAk)

. 7‘]11517)\1,

wobei die fiir die Basiswechselmatrizen gilt

C=(Ci....C)

7 Quadratische Formen

7.1 Definition

Sei V' ein R-Vektorraum

7.1.1 Definition

Eine Abbildung @ : V — R heiflt quadratische Form,
falls fiir alle A € R, u,v € V gilt

L QA v) = XQ(v)

2. Folgendes ist eine symmetrische Bilinearform

Ba VxV—-R

(1,0) 1 5 (Q (u-+0) ~ Q) ~ Q1)

7.1.2 assoziierte quadratische Form

Sei [ eine beliebige symmetrische Bilinearform auf V- =
R™. Dann ist

Q:V—-R:v— F(v,0)

eine quadratische Form. @ heif3t die zu § assoziierte
quadratische Form.

e Die Beziehungen aus diesem und dem letzten
Punkt zwischen quadratischer Form und Biline-
arform gelten allgemein iiber beliebigen Korpern,
in denen 1 + 1 # 0 gilt.
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7.2 Matrizen

Sei nun V =R" und B = (v4,...,v,) Basis von V.

7.2.1 Matrizen zu Bilinearformen

Sei f:V x V — R symmetrische Bilinearform.
[6]5 = (5 (Uivvj))lgingn e R™™
heifit Matriz von § beziiglich B.

o []zist symmetrisch, d.h.
[5]3 = ([ﬁ]B)T

e Die Matrix des euklidischen Skalarproduktes (., .) :

VxV —->Rauf Vund B = (ey,...,e,) ist
1 0
[, Np = =1,
0 1

weil B eine Orthonormalbasis ist.

7.2.2 Bilinearform zu Matrix

Sei B = (b;;) € R™*" eine symmetrische Matrix. Dann
definiert
(u,v) — uT Bv

eine symmetrische Bilinearform auf V.

7.2.3 Matrix zu verschiedenen Basen

’

Sei B’ = ’Ull, ...,v, | eine weitere Basis von V, und
sei B :V xV — R symmetrische Bilinearform auf V'
mit Matrizen A = [§]z; und A" = [5]gz Es sei ferner
S € GL,R die Matrix des Basiswechsels von B’ nach

B, das heif}t

n

S = [id]%
und
Sil
: [vi]
Sin
A= 8TAS

e siche auch 1.6.2 auf Seite 13.

7.3 Quadrik

Sei V' = R" der euklidische Vektorraum mit dem Stan-
dardskalarprodukt (., .)

7 QUADRATISCHE FORMEN
7.3.1 Hauptachsen

Sei B : V xV — R eine symmetrische Bilinearform.
Dann existiert eine Orthonormalbasis

B=(vi,...,0p)
von R"™, so dass
A1
[Blg = .
0 An

Diagonalmatrix ist. Die eindimensionalen Teilrdume
lin (v;) = Ru;

heilen Hauptachsen von [3.

Um eine Matrix in Hauptachsenform zu bringen siehe
Diagonalisierung von Matrizen unter 4.2.2 auf Seite 25.
Diese Transformation heiit Hauptachsentransformati-
on.

e Mit Ruy; = {)\’U1|)\ S R}

7.3.2 Quadrik

Fiir eine quadratische Form @ : V' — R heifit
{fveViQ@) =1}

die zu @ gehorige Quadrik.
In Hauptachsenform erhélt gilt

me)\z =1

und man die Achsenschnittpunkte durch

1
VA

€Tr; =

e Die Hauptachsentransformation spiegelt und dreht
die Quadriken lediglich

e Im R? gibt es folgende Fille

Hyperbel fiir A\; < 0 und Ay > 0 (bzw. anders-
rum)

— Spezialfall Parabel
Ellipse fiir A1, A2 >0
— Spezialfall Kreis

Gerade fiir Ay = 0 und Ay # 0 (bzw. andersrum)
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