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1 Vektoren und Felder im Raum

1.1 Definitionen

Einsteinsche Summenkonvention Wenn ein Indi-
ze mehr als einmal vorkommt, ist darüber zu Sum-
mieren

1
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2 1 VEKTOREN UND FELDER IM RAUM

Kronnecker Symbol δij =

{

1 i = j

0 i 6= j

• Wenn in einer Summe mehrere verschiedene
Inizes auftauchen, und ein δ Symbol, so kann
man diese Indizes gleichsetzen, und das Sym-
bol streichen

Epsilon-Tensor

εi,j,k =











1 falls(i,j,k)eine zykl. Vertausch. von (1,2,3)

−1 falls(i,j,k)eine zykl. Vertausch. von (3,2,1)

0 sonst

• εijk = εkij = εjki = −εikj = −εjik = −εkji

• δijεijk = 0

• ∑ij aiajεijk = 0

• ∑k εijkεmnk = δimδjn − δinδjm

•
∑

ij εijmεijn = δmn

• εijkεijk = 6

• εijkεijm = δkm

1.2 Vektoren im Raum

Einen Punkt im Raum kann man definieren durch den
zu ihm vom Koordinaten Ursprung zeigenden Vek-
tor ~r. Dieser ist definiert über seine Komponenten

~r =





rx
ry
rz



. Er lässt sich allerdings auch zerlegen in

seine Länge |~r| =
√

r2x + r2y + r2z und in seine Richtung

~er = 1
|~r|~r (Ein Vektor der Ränge 1 der in die gleiche

Richtung zeigt). Er lässt sich auch bezüglich der Ein-
heitsvektoren angeben: ~r = ri~ei = rx~ex + rz~ez + rz~ez

• Addition von Vektoren:
ist Kommutativ (Vertauschbarkeit der beteiligten
Vektoren)




ax

ay

az



+





bx
by
bz



 =





ax + bx
ay + by
az + bz





• Multiplikation mit einem Skalar:

λ~r =





λrx
λry
λrz





• Länge (Norm) eines Vektors
|~r| =

√
∑

r2i =
√
~r~r

– |−~r| = |~r|
– Dreiecksungleichung
∣

∣

∣~a+~b
∣

∣

∣ ≤ |~a| +
∣

∣

∣

~b
∣

∣

∣

– Vektoren der Länge 1 werden als Einheitsvek-
toren bezeichnet, man erhält sie durch Renor-
mierung von belibigen Vektoren: ~er = ~r

|~r|

• Nullvektor

~0 =





0
0
0





1.2.1 Skalarmultiplikation

~a~b = aibi

• ~a~b = |~a|
∣

∣

∣

~b
∣

∣

∣ cosϕ

– wenn ~a und ~b senkrecht zueinander stehen
gilt: ~a~b = 0

– ~ei ~ej = δij

– ist Kommutativ
~a~b = ~b~a

– ist Distributiv
~a
(

~b+ ~c
)

= ~a~b+ ~a~c

–
(

+, λ,~a~b
)

bildet Körper

1.2.2 Vektorprodukt

Auch Kreuzprodukt genannt.

~a×~b = ~c = aibjεijk~ek =





a2b3 − b2a3

a3b1 − b3a1

a1b2 − a2b1





• ~c steht senkrecht auf der Ebene die von ~a und ~b
aufgespannt wird
~c~a = 0
~c~b = 0

• Länge von |~c|ist so groß wie der Flächeninhalt des

Parallelogrammes zwischen ~a und ~b
∣

∣

∣~a×~b
∣

∣

∣ = |~a|
∣

∣

∣

~b
∣

∣

∣ sinϕ

• Richtung von ~c mit Hilfe der Rechten Hand Regel
(~a,~b,~c bilden ein Rechtssystem)

• ~ei × ~ej = εijk~ek

• so nur im 3-dim Raum definiert

• ~a||~b⇒ ~a×~b = ~0

• Vektorprodukt ist Antikommutativ
~a×~b = −~b× ~a

• Distributivgesetz

~a×
(

~b+ ~c
)

= ~a×~b + ~a× ~c

• Ist nicht Assoziativ
(

~a×
(

~b×~b
)

6=
(

~a×~b
)

× ~c
)
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• Verhalten zur Skalaren Multiplikation

λ
(

~a×~b
)

= (λ~a) ×~b = ~a×
(

λ~b
)

• “bac-cab” Regel

~a×
(

~b × ~c
)

= ~b (~a~c) − ~c
(

~a~b
)

1.2.3 Spatprodukt

[

~a,~b,~c
]

= ~a
(

~b× ~c
)

=
(

~a×~b
)

~c

= |~a|
∣

∣

∣

~b
∣

∣

∣ |~c| sinα
(

~b,~c
)

cosβ
(

~a,~b× ~c
)

= εijkakbicj

= a1b2c3 + a2b3c1 + a3b1c2

−a3b2c1 − a1b3c2 − a2b1c3

• berechnet das Volumen des Spats das von ~a,~b,~c

aufgespannt wird

• ist
[

~a,~b,~c
]

= 0 sind ~a,~b,~c linear abhängig (liegen

in einer Ebene)

1.3 Elemente der Vektoranalysis

1.3.1 Differentiation eines Vektors nach einem
Skalar

d~a

dt
=
dai

dt
~ei

• wenn nach der Zeit (t) Abgeleitet wird, kann man

dies auch so abkürzen: d~a
dt = ~̇a

• Produktregel
~c (t) = a (t)~b (t)

~̇c (t) = ȧ~b (t) + a (t)~̇b (t)

1.3.2 Vektorielle differentiation eines Skalar-
feldes

Totales Differential:

φ (~x) = φ (x1, . . . , xn)

dφ (~x) =
∂φ

∂xi
dxi

=
(

~∇ϕ
)

d~r

• Errechnen einer Ableitung eines Vektorfeldes:
d~φ(~x)
dxk

= ∂~φ(~x)
∂xi

dxi

dxk

• ∂
∂x ist die partielle Ableitung nach x, wobei alle
anderen Variablen als Konstanten betrachtet wer-
den.

• Satz von Schwarz
Wenn die gemischten partiellen Ableitungen (bis
zur zweiten) von einer Funktion stetig sind in ei-
nem Bereich G. Dann gilt das die Reihenfolge der
Ableitungen im Innern vertauscht werden kann.
Wenn dieses gilt, existiert das totale Differential.

• Flächen für die φ (~x) = c sind werden Äquipoten-

tialflächen bezeichnet.

Das Nabla-Symbol

~∇ =
∂

∂xi
~ei

d~r = dxi~ei

• Hiermit lässt sich das totale differential auch als
Skalarprodukt schreiben, indem man die zu diffe-
renzierende Funktion vorher mit ~∇ und anschlie-
ßenden mit d~r Multipliziert.

•
∣

∣

∣

~∇φ
∣

∣

∣ =

√

∑

i

(

∂φ
∂xi

)2

Gradient Der Gradient von φ lässt sich wie folgt be-
rechnen

grad (φ) = ~∇φ

• Einheitsvektor in Richtung des Gradienten ~e~∇φ =
~∇φ

|~∇φ|

• Der Gradient steht Senkrecht auf den Äquipoten-

tialflächen von φ. ~e∇φ ⊥ ~edr

– Äquipotentialflächen: Menge aller Punkte für
die φ (~r) = const = c

– Eine Linie die senkrecht durch alle Äquipo-
tentialflächen geht nennt sich Strömungslinie

• Der Gradient macht aus einem Skalar- eine Vek-
torfeld

• ~∇f (r) = ∂f(r)
∂r

~r
r

• ~∇~r = 3 (bei 3-dim Raum)
entsprich der Anzahl der Freiheitsgerade von ~r

Richtungsableitung Die Richtungsableitung gibt
die Steigung an, die man im Punkt ~r enthält, wenn
man ich Richtung des Einheitsvektors ~e laufen würde.

dφ

d~e
=
(

~∇φ
)

~e
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Laplace - Operator Der Laplaceoperator ist ein
skalaerer Differentialoperator (er ordnet einem Vektor
einen Vektor, und einem Skalar einen Skalar zu). Er ist
wie folgt definiert:

△ = ~∇~∇ =
∑

i

∂2

∂x2
i

• △ ist invariant (verändet sich nicht) unter Koor-
dinatenspigelung (= Paritätsinvariant)

• △ ~A = ~∇ ∗
(

~∇ ∗ ~A
)

− ~∇×
(

~∇× ~A
)

• △f (r) = 1
r

∂2

∂r2 (r · f (r))

1.3.3 Differentiation von Vektorfeldern

Divergenz Die Divergenz eines Vektorfeldes ~v (~r) =
(vx (~r) , vy (~r) , vz (~r)) ist wie folgt definiert (∗= Skalar-
produkt):

div (~v) = ~∇ ∗ ~v (~r) =
∂vi

∂xi

• Auf Reihenfolge der Schreibweise achten.

• Felder mit div (~v) = 0 nennen sich:

– Divergenzfrei

– Quellenfrei

– Konvervative Kraftfelder (mit Energieerhal-
tung / Unabhängigkeit des Weges)

Rotation Die Rotation eines Vektorfeldes ~v (~r) =
(vx (~r) , vy (~r) , vz (~r)) ist wie folgt definiert:

rot (~v) = ~∇× ~v (~r)

= εijk
∂vj

∂xi
~ek

=







∂vz

∂y − ∂vy

∂z
∂vx

∂z − ∂vz

∂x
∂vy

∂x − ∂vx

∂y







• Auf Reihenfolge der Schreibweise achten.

• Felder mit rot (~v) = 0 nennen sich:

– Rotationsfrei

– Wirbelfrei

– konservative Felder

Rechenregeln

div (grad (φ)) = ~∇
(

~∇φ
)

= △φ =
(

~∇~∇
)

φ

rot (grad (φ)) = ~∇×
(

~∇φ
)

= ~0

div
(

rot
(

~A
))

= ~∇
(

~∇ ~A
)

= 0

rot
(

rot
(

~A
))

= ~∇×
(

~∇× ~A
)

= ~∇
(

~∇ ~A
)

−△ ~A

~∇× ~∇φ = ~0

~∇ ∗
(

~∇× ~A
)

= 0

~∇×
(

~∇× ~A
)

= ~∇ ∗
(

~∇ ∗ ~A
)

−△ ~A

~∇ (φψ) = ψ~∇φ+ φ~∇ψ

~∇
(

φ~∇ψ
)

=
(

~∇φ
)(

~∇ψ
)

+ φ△ψ

~∇×
(

φ ~A
)

=
(

~∇φ
)

× ~A+ φ~∇× ~A

~∇
(

~A× ~B
)

= ~B
(

~∇× ~A
)

− ~A
(

~∇× ~B
)

~∇×
(

~A× ~B
)

= ~A
(

~∇ ~B
)

−
(

~A~∇
)

~B +

~B
(

~∇ ~A
)

−
(

~B~∇
)

~A

1.4 Krummlinige Koordinatensysteme

1.4.1 Allgemeine Koordinatensysteme

Jeder Punkt im R
3 ist durch Angabe von 3 Zahlen

u1, u2, u3 festgelegt. Insbesondere durch die karthesi-

schen Koordinaten x, y, z. Es gibt also eine eineindeu-
tige (bijektive) Zuordnung.

(x, y, z) ↔ (u1, u2, u3)

u1 = u1 (x, y, z)

u2 = u2 (x, y, z)

u3 = u3 (x, y, z)

x = x (u1, u2, u3)

y = y (u1, u2, u3)

z = z (u1, u2, u3)

Ortsvektor Der Ortsvektor hat nun folgende Ge-
stalt:

~r (u1, u2, u3) = x (u1, u2, u3)~ex +

y (u1, u2, u3)~ey +

z (u1, u2, u3)~ez
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Koordinatenlinien Unter Koordinatenlinien ver-
steht man Linien, durch den Raum, bei denen je-
weis alle Variablen bis auf ui bestgehalten werden.
Bei krummlinigen Koordinaten ist mindestens eine sol-
che Linie keine Gerade. Diese schneiden sich im Punkt
P (c1, c2, c3):

L1 → ~r (u1, u2 = c2, u3 = c3)

L2 → ~r (u1 = c1, u2, u3 = c3)

L3 → ~r (u1 = c1, u2 = c2, u3)

Koordinatenflächen Genauso lassen sich Koordi-

natenflächene definieren. Auch diese schneiden sich im
Punkt P (c1, c2, c3):

F1 → ~r (u1 = c1, u2, u3)

F2 → ~r (u1, u2 = c2, u3)

F3 → ~r (u1, u2, u3 = c3)

1.4.2 Festlegung der Einheitsvektoren

Für das neue Koordinatensystem lassen sich Einheits-
vektoren errechen. Diese sind aber im Allgemeinen
nicht im Raum konstant, sondern verändern sich je
nach Lage im Raum. Sie werden daher als mitgeführtes

Dreibein bezeichnen. Sie lassen sich wie folgt berech-
nen:

~eui
=

∂~r
∂ui
∣

∣

∣

∂~r
∂ui

∣

∣

∣

= h−1
i

∂~r

∂ui

hi =

√

√

√

√

∑

i

(

∂xi

∂ui

)2

hi wird als Maßfaktor bezeichnet.

• Dieses Konstruktionsverfahren liefert immer eine
Orthonormalbasis (Alle Vektoren haben die Länge
1 und sie stehen paarweise aufeinander senkrecht)

• Es gilt generell: ~̇ei ⊥ ~ei

1.4.3 Zylinderkoordinaten

Hier werden die Punkte im Raum über die 3 Variablen
̺, ϕ, z. ϕ ist dabei der Winkel zwischen der positiven
x-Achse und der Projektion von ~r auf die x, y Ebene
und ̺ die Länge vom dieses Projezierten Vektors. z ist
identisch mit dem z aus den Karthesischen Koordina-
ten. L1, L3 sind Geraden und L2 ist ein Kreis. F1 ist
ein Kreiszylinder und F2, F3 sind Ebenen. Diese Varia-
blen sind in Ihrem Wertebereich auf ̺ ≥ 0, 0 ≤ ϕ < 2π
und −∞ ≤ z ≤ ∞ beschränkt. Der Ursprung (~0) ist in
diesen Koordinaten nicht eindeutig bestimmt.

Umrechnungsvorschriften

x = ̺ cosϕ

y = ̺ sinϕ

z = z

̺ =
√

x2 + y2

ϕ = arctan
(y

x

)

z = z

Einheitsvektoren

~e̺ = cosϕ~ex + sinϕ~ey

~eϕ = − sinϕ~ex + cosϕ~ey

~ez = ~ez

~ex = cosϕ~e̺ − sinϕ~eϕ

~ey = sinϕ~e̺ + cosϕ~eϕ

~ez = ~ez

• bilden Orthonormalbasis

Ortsvektor
~r = ̺~e̺ + z~ez

Maßfaktor

h̺ = 1

hϕ = ̺

hz = 1

Ableitungen der Einheistvektoren

~̇e̺ = ϕ̇~eϕ

~̇eϕ = −ϕ̇~e̺

~̇ez = 0

Differentiation

ds̺ = d̺

dsϕ = ̺dϕ

dsz = dz

ds2 = d̺2 + ̺2d2
ϕ + dz2

d~σϕz = −d~σzϕ = ̺ dϕdz ~e̺

d~σz̺ = −d~σ̺z = dz d̺~eϕ

d~σ̺ϕ = −d~σϕ̺ = ̺ d̺ dϕ~ez

dV = ̺ d̺ dϕdz
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1.4.4 Kugelkoordinaten

Hier werden die Punkte im Raum über die 3 Variablen
r, ϕ, θ. ϕ ist dabei der Winkel zwischen der positiven x-
Achse und der Projektion von ~r auf die x, y Ebene. θ ist
der Winkel zwischen ~r und der positiven z-Achse. r ist
die Länge des Vektros ~r. L1 ist eine Gerade und L2.L3

sind (halb) Kreise. F1 ist ein Kugeloberfläche, F2 ist
eine Halbebenen und F3 ein Trichter. Diese Variablen
sind in Ihrem Wertebereich auf 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ < 2π
und 0 ≤ r ≤ ∞ beschränkt. Die gesamte z-Achse ist in
Ihren Koordinaten nicht eindeutig bestimmst.

Umrechnungsvorschriften

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

r =
√

x2 + y2 + z2

θ = arctan

(

√

x2 + y2

z

)

ϕ = arctan
(y

z

)

Einheitsvektoren

~er = sin θ cosϕ~ex + sin θ sinϕ~ey + cos θ~ez

~eθ = cos θ cosϕ~ex + cos θ sinϕ~ey − sin θ~ez

~eϕ = − sinϕ~ex + cosϕ~ey

~ex = cosϕ cos θ~er + cosϕ sin θ~eθ − sinϕ~eϕ

~ey = sinϕ cos θ~er + sinϕ sin θ~eθ + cosϕ~eϕ

~ez = cos θ~er − sin θ~eθ

• bilden Orthonormalbasis

Ortsvektor
~r = r~er

Maßfaktor

hr = 1

hϕ = r sin θ

hθ = r

Ableitung der Einheitsvektoren

~̇er = θ̇~eθ + ϕ̇ sin θ~eϕ

~̇eθ = −θ̇~er + ϕ̇ cos θ~eϕ

~̇eϕ = −ϕ̇ (sin θ~er + cos θ~eθ)

Differentiation

dsr = dr

dsθ = rdθ

dsϕ = r sin θdϕ

ds2 = dr2 + r2d2
θ + r2 sin2 θdϕ2

d~σϕθ = −d~σθϕ = r2 sin θ dθ dϕ~er

d~σrϕ = −d~σϕr = r sin θ dr dϕ~eθ

d~σθr = −d~σrθ = r dr dθ ~eϕ

dV = r2 sin θ dr dθ dϕ

△ =
1

r2
∂

∂r

(

r2
∂

∂r

)

+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(

sin θ
∂

∂θ

)

+

1

r2 sin2 θ

∂2

∂ϕ2

1.4.5 Parabolische Koordinaten

Diese Koordinaten haben den Vorteil, das die Koordi-
naten linien für ξ und η Parabeln beschreiben, deren
Brennpunkt im Ursprung des Systems liegt. Die Koor-
dinatenlinen für ϕ sind Kreise.

Umrechnungsvorschriften

x = ξη cosϕ

y = ξη sinϕ

z =
1

2

(

ξ2 − η2
)

ρ =
√

x2 + y2

ξ =
√
r + z

η =
√
r − z

ϕ = arctan
(y

x

)

Einheitsvektoren

~eξ =
1

√

η2 + ξ2
(η cosϕ~ex + η sinϕ~ey + ξ~ez)

~eη =
1

√

η2 + ξ2
(ξ cosϕ~ex + ξ sinϕ~ey − η~ez)

~eϕ = − sinϕ~ex + cosϕ~ey
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~k =
1

√

η2 + ξ2
(η~eξ + ξ~eη)

~ex = cosϕ~k − sinϕ~eϕ

~ey = sinϕ~k + cosϕ~eϕ

~ez =
1

√

η2 + ξ2
(ξ~eξ − η~eη)

• bilden Orthonormalbasis

Ortsvektor

~r =

√

η2 + ξ2

2
(ξ~eξ + η~eη)

Maßfaktor

hξ =
√

η2 + ξ2

hη =
√

η2 + ξ2

hϕ = ξη

1.5 Differentiation in krummlinigen
Koordinatensystemen

Im Folgende werden prinzipiell 3-dimensionale Koordi-
natensysteme der Form:

~r (u1, u2, u3) = x (u1, u2, u3)~ex +

y (u1, u2, u3)~ey +

z (u1, u2, u3)~ez

betrachtet.

1.5.1 totales Differential

d~r =
∂~r

∂u1
du1 +

∂~r

∂u2
du2 +

∂~r

∂u3
du3

=

3
∑

i=1

hi~eui
dui

=

3
∑

i=1

dsi~eui

Dabei haben die einzelnen partiellen Ableitungen die
Form:

∂~r

∂ui
=

∂x

∂ui
~ex +

∂y

∂ui
~ey +

∂z

∂ui
~ez = hi (~r)~eui

Maßfaktor Dies lässt sich vereinfachen durch die
Einbeziehung des Maßfaktors hi. Dieser fällt für ge-
wöhnlich bei der Herleitung (siehe 1.4.2 auf Seite 5)
der Einheitsvektoren ab.

hi (~r) =

∣

∣

∣

∣

∂~r

∂ui

∣

∣

∣

∣

Infinitesimales Bogenmaß

dsi = hi (~r) dui

1.5.2 Raumkurve

Metrischer Tensor

gij = hihj~eui
~euj

• Wird vorallem gebraucht, wenn ~eui
~euj

6= δij ist,
d.h. man sich nicht in einem Orthonormalsystem
befindet.

• Im Orthonormalsystem gilt gij = δijhihj

• Dies ist eine 3 × 3 Matrix

Bogenelement

ds2 =
3
∑

i,j=1

hihj~eui
~euj

duiduj =
3
∑

i,j=1

gijdujduj

Flächenelement

d~σij = d~ri × d~rj =
(

~eui
× ~euj

)

dsidsj

Volumentelement

dV = d~r1 (d~r2 × d~r3)

= ds1ds2ds3~eu1 (~eu2 × ~eu3)

Orthogonal krummlinige Koordinaten (OKK)

• Bogenelement ds2 =
∑3

i=1 ds
2
i

• Flächenelement d ~σij = dsidsj

∑

k εijk~euk

• Volumenelement dV = ds1ds2ds3

1.5.3 Gradient & Co. für OKK

Folgende Formeln gelten NUR für OKK’s!!!

Sei φ (u1, u2, u3) ein Skalarfeld, und ~V (u1, u2, u3) =
∑3

i=1 Vi (u1, u2, u3)~eui
ein Vektorfeld.

Gradient

~∇φ =

3
∑

i=1

∂φ

∂si
~eui

=

3
∑

i=1

1

hi

∂φ

∂ui
~eui
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Rotation

~∇× ~V =
3
∑

i,j,k=1

εijk
1

hihj

∂ (hiVj)

∂ui
~ek

• ~∇×
(

~eui

hi

)

= 0

• Sei ~V ein Vektorfeld, und u, v belibige krummlini-
ge Koordinaten
(

~eu
∂
∂v

)

× ~V = ~eu × ∂~V
∂v

Divergenz

~∇~V =

3
∑

i=1

1

pi

∂ (pivi)

∂si
=

1

h1h2h3

3
∑

i=1

∂ (pivi)

∂ui

• pi = h1h2h3

hi

• ~∇×
(

um
~∇un

)

=
∑

k εmnk
~euk

hmhn

Laplace Operator

△φ =

3
∑

i=1

1

pi

∂

∂si

(

pi
∂φ

∂si

)

=
1

h1h2h3

3
∑

i=1

∂

∂ui

(

pi

hi

∂φ

∂ui

)

1.6 Kurven-, Oberflächen- und Raum-
integrale

1.6.1 Vektorielle Kurvenintegrale

∫

C

d~r φ (x, y, z) = ~ex

∫

C

dxφ (x, y, z) +

~ey

∫

C

dy φ (x, y, z) +

~ez

∫

C

dz φ (x, y, z)

WC =

∫

C

d~r ~V (~r)

∫

C

dxVx +

∫

C

dy Vy +

∫

C

dz Vz

∫

C

(

d~r × ~V (~r)
)

= ~ex

∫

C

(dyVz − dzVy) +

~ey

∫

C

(dzVx − dxVz) +

~ez

∫

C

(dxVy − dyVx)

• Der Indize C bedeutet, dass entlang der Kurve C
Integiert wird.

• Hierbei sind x, y, z durch Funktionen aneinander
gebunden, damit die Integrale vollständig definiert
sind. Dies wird z.B. mit einer Parameterisierung
erreicht.

• Die Integrale sind im Allgemeinen abhängig vom
Integrationsweg

• WC ist die Arbeit die entlang des Weges C verrich-
tet werden muss.

– Ist wegunabhängig für ~V (~r) = −~∇φ.

WC =
∫

C
d~r ~V (~r) = −

∫

C
dφ = φ (~r1)−φ (~r2)

1.6.2 Parameterisierung der Bahnkurve

Menge aller Punkte zwischen α1 und α2 gibt die Bahn-

kurve ~r (α) = (x (α) , y (α) , z (α)). Hierbei ist α der
Bahnparameter der die Bahnkurve parameterisiert.

Spezielle Bahnparameter sind s die Bogenlänge, und t
die Zeit.

∫

d~r ~V (~r) =

∫ α2

α1

dα

(

Vx
dx

dα
+ Vy

dy

dα
+ Vz

dz

dα

)

• Der Wert des Integrals hängt nich von der Para-
meterisierung ab, solange sie den gleichen Weg be-
schreiben

1.6.3 Weglänge einer Bahnkurve

Sei ~r (α) eine Parameterisierung des zu messenden
Weges. Die Weglänge ergibt sich dann für α1 < α2

L =

∫ α2

α1

dα

∣

∣

∣

∣

d~r

dα

∣

∣

∣

∣

1.6.4 Flächenintegrale

Hierzu benötigt man eine Funktion s (x, y, z) = 0 die ei-
ne Fläche beschreibt. Wenn sich diese nach z = zs (x, y)
umstellen lässt z, kann man das Flächenintegral über
der Funktion φ (x, y, z) wie folgt schreiben

IS =

∫

dy

∫

dxφ (x, y, zS (x, y))

=

∫

S

dydx
~n~V

~n~ez
= . . .

• Diese Integral Wird auch der Fluss von ~V durch s
genannt

• Bei Integration in anderen Koordinatensystemen
nach dsu integrieren
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• Berechet die “Summe”aller Werte auf einer Fläche

• Der Wert des Integrals hängt ab von der Wahl der
Fläche ab

• Das oben aufgeführte ist ein Spezialfall einer all-
gemeinen Parameterisierung: ~r = ~r (α, β)

• Reduzierung auf Integral über z.B. x, y mit:

1. S (x, y, z) = k Funktion die die Fläche / Ebe-
ne beschreibt.

2. S (x, y, z) = k auflösen nach z (x, y) und ~V =
(x, y, z (x, y))

3. ~n =
~∇S

|~∇S| = . . .

4. ~n~V = . . .

5. ~n~ez = . . .

6. Integral

IS =
∫

S
dydx ~n~V

~n~ez

∣

∣

∣

z=z(x,y)
= . . .

berechnen

1.6.5 Vektorelle Flächenintegrale

Hierzu benötigt man eine Konvention, die der orientier-
ten Flächen: Der Vektor d~σ = dσ~n steht senkrecht auf
der Oberfläche und zeigt immer nach Außen. Je nach-
em ob wo mam sich auf der Koordinatenachse befindet
gilt:

dσx = ±dy dz
dσy = ±dx dz
dσz = ±dx dy

Sei ϕ (~r) ein Skalar- und ~V (~r) = ~exVx + ~eyVy + ~ezVz

ein Vektorfeld. Es lassen sich nun folgende Integrale
definieren:

∫

S

d~σφ (~r) = ~ex

∫

dσxφ+ ~ey

∫

dσyφ

+~ez

∫

dσzφ

∫

S

d~σ~V (~r) =

∫

S

dσxVx +

∫

S

dσyVy

+

∫

S

dσzVz

∫

S

(

d~σ × ~V (~r)
)

= ~ek

∫

S

(εijkdσiVj)~ex

=

∫

S

(dσyVz − dσzVy) + . . .

• Es gilt d~σ = |d~σ|~en. Falls eine Komponente von
d~σ und auch ~en bekannt ist lässt sichhieraus der
Betrag und damit das geamte d~σ rekonstruieren.
Z.B. dσz = dx dy und ~en = . . ..

1.6.6 Oberflächenberechnung

Die Oberläche F einer Funktion S lässt sich mit Hilfe
von vektoriellen Flächenintegralen sehr leicht bestim-
men. Hierzu muss ein d~σF gefunden werden, welches
auf der gesamten Fläche rechtwiklig steht und dessen
länge der größe der Flächenelemente entspricht. Dieses
d~σF lässt sich auf verschiedene Arten gewinnen. Ent-
weder man nutzt ein bereits bekanntes Koordinaten-
system, falls die gewünschte Fläche dort einer Koordi-
natenfläche (bzw. einem Teil davon) entspricht. Oder
man definiert sich entsprechend ein neues. Die Fläche
ist hiermit nun

AF =

∫

S

|d~σF |

• Es lässt sich auch ein neues d~σF wie folgt definie-
ren. Die Fläche F lasse sich in der Form

F : u1, u2 7→ ~rF (u1, u2) = ~r (u1, u2, u3 = c3)

mit c3 = konstant schreiben. Dann gilt:

d~σF ± ∂~rF

∂u1
× ∂~rF

∂u2
du1du2

Wobei das Vorzeichen so gewählt werden muss, das
es auf geschlossenen Flächen nach außen zeigt.

1.6.7 Volumenintegrale

Hierbei wird ein Dreifachintegral über alle drei Raum-
koordinaten bestimmt. Die Grenzen können dabei im
allgemeinen voneinander abhängen.

∫

V

dV ̺ =

∫∫∫

V

dxdydz ̺ (x, y, z)

R

V
dv ~V (~r)=~ex

R

V
dV Vx+~ey

R

V
dV Vy+~ez

R

V
dV Vz

• Die abhängigen Grenzen können z.B. so behandelt
werden:

∫∫∫

V

. . . =

∫ b

x=a

dx

∫ g2(x)

y=g1(x)

dy

∫ f2(x,y)

z=f1(x,y)

. . .

• Für belibige Koordinatensysteme gilt außer den
vorher genannten Beziehungen:

dV =

∣

∣

∣

∣

∂~r

∂u1
·
(

∂~r

∂u2
× ∂~r

∂u3

)∣

∣

∣

∣

du1du2du3

1.6.8 Integralsätze

• All diese Sätze gelten nur, wenn es auf beiden
Seiten möglich ist, divergenten Punkten auszuwei-
chen. Wenn z.B. eine Fläche immer durch einen
Punkt läuft, der divergiert egal wie man sie legt,
dann gelten all diese Sätze nicht.
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• Die Keise um die Integrale bedeuten, dass über
geschlossene Flächen / Linien integriert werden
muss.

• Bei Kruvenumläufen wird gegen den Uhrzeigersinn
positiv gezählt. Es gilt (Orientierung der Zirkula-

tuion):
∮

C = −
∮

−C

Gauß’scher Satz
∮

∂V d~σ
~j =

∫

V dV
~∇~j

• Integral der Quelldichte ist gleich dem Fluss durch
die Randflächen

Kontinuitätsgleichung ∂̺
∂t + ~∇

(

̺~V
)

= 0

• ̺ ist die Dichte des Mediums

• ~V ist die Strömungsgeschdingkeit

• Gilt nur für quellenfreie Felder. Bedeutet, dass die
Summe aus Abnahme von z.B. Masse in einer Re-
gion und der Fluss durch dessen Begrenzung 0 er-
gibt.

Green’scher Integralsatz
∮

∂V
d~σ =

∫

V
dv~∇

• Dies sind Differentialoperatoren. Sie wirken auf die
hinter ihnen stehende Gleichung genau gleich

• z.B.
∮

∂V d~σ × ~V (~r) =
∫

V dv
~∇× ~V (~r)

Green’scher Satz
∮

∂V d~σ
(

u~∇v − v~∇u
)

=
∫

V dV (u△v − v△u)

Satz von Stokes
∮

∂S d~r
~V =

∫

S d~σ
(

~∇× ~V
)

•
∮

∂S
d~rφ (~r) =

∫

S

(

d~σ × ~∇
)

φ (~r)

•
∮

∂S d~r × ~V (~r) =
∫

S

(

d~σ × ~∇
)

× ~V (~r)

Potentialfeld ~∇× ~F = 0 ⇔ ~F = −~∇φ

• auch konservatives Feld genannt.

Oberfläche S ist Symbol für geschlossene Fläche

Volumen V ist Symbol für zusammenhängendes Vo-
lumen

Begrenzung ∂S ∂V Begrenzungskurve / Fläche einer
Oberfläche / Volumen

2 Differentialgleichungen

2.1 Typen von Differentialgleichungen
(DGL)

Ziel Gleichung für y (x) finden. Also ist die Lösung
keine Zahl oder Vektor, sondern eine Gleichung.

gewöhnliche DGL Funktionen mit einer Variablen

• ODE im Englischen (Ordonary Differential Equi-
litation)

partielle DGL Funktionen mehrerer Variablen

• PODE im Englischen (Partial Ordonary Differen-
tial Equilitation)

DGL n-ter Ordnung

F
(

x, y, y′, . . . , y(n)
)

= 0

• dies ist die implizite Form. Falls es sich explizit
auflösen lässt y = G

(

x, y′, . . . , y(n)
)

.

allgemeine Lösung bis auf (Integrations-) Konstan-
ten bestimmt

spezielle Lösung vollständig bestimmt

• Dafür mussen bei einer Gleichung n-ter Ordnung
n Randbedingungen festgelegt werden. Dafür be-
stimme zu einem gewählten x0 passend:

y0 = y (x0) , y
′
0 = y′ (x0) , . . . , y

(n−1)
0 = y(n−1) (x0)

Lineare DGL (LDGL)
y(n)(x)+fn−1(x)y(n−1)(x)+...+f1(x)y(x)=g(x)

• es tauchen die Ableitungen von y(k) und y selber
nur in ihrere ersten Potzen auf, und es gibt keine
Mischterme wie z.B. y(k) · y(l)

homogene LDGL g (x) = 0

inhomogene LDGL g (x) 6= 0

2.2 Lösungsverfahren für LGDL 1.
Ordnung

Trennung der Variablen

Lösungsweg für einige einfache Typen von Differential-
gleichungen 1. Ordnung

• schreibe y′ in der Form dy
dx

• fasse x und y als “unabhängige Variablen” auf

• y und dy auf eine Seite, x und dx auf die andere

• Integriere auf beiden Seiten

• Löse nach y auf
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2.2.1 Lösen von inhomogenen Gleichungen

Die Lösung einer LDGL 1. Ordnung setzt sich zu-
sammen aus einer allg. Lösung der homogenen Glei-
chung und einer speziellen Lösung der inhomogenen
Gleichung.

1. Allg. Lösung der homogenen LDGL
y′ + f (x) y = 0

yH (x) = y0e
−

R

x

x0
dx̃f(x̃)

2. Ansatz
yI (x) = α (x) e

−
R

x

x0
dx̃f(x̃)

Randbedingung α (x0) = y0
A =

∫ x

x0
dx̃f (x̃)

yI = α (x) e−A(x)

3. Bestimmung von α (x)
y′I (x) = α′ (x) e−A(x) − α (x) f (x) e−A(x)

α′ (x) = g (x) eA(x)

α (x) = α (x0) +
∫ x

x0
dx̃g (x̃) eA(x)

y (x) = y0e
−A(x) +

∫ x

x0
dx̃g (x̃) eA(x̃)−A(x)

2.2.2 Vereinfachen durch Substitution

Durch geschicktes wählen von u = f (y) lassen sich
inhomogene Differentialgleichungen oder komplizierte
homogene DGL manchmal auf eine einfache Form zu-
rückführen.

2.3 Lösungsverfahren für LDGL 2.
Ordnung

2.3.1 Eigenschaften der Lösungen

Wir betrachten die Lösungen einer linearen homogenen
Differentialgleichung n-ter Ordung der Form:

y(n) + cn−1 (x) y(n−1) + . . .+ c1 (x) y′ + c0 (x) y = 0

• Ist y (x) Lösung, dann auch λ · y (x)

• Sind y1 (x) und y2 (x) Lösungen, dann auch
y (x) = λ1y1 (x) + λ2y2 (x)

• Wenn u (x) und v (x) Lösungen sind, dann auch
y (x) = u (x) + iv (x)

• Die Menge der Lösungen bilden einen Untervek-
torraum der Komplexwertigen Funktionen

• Die Lösungsraum einer LDGL n-ter Ordnung ist
n-Dimensional

2.3.2 Unabhängigkeit der Lösung

n Lösungen y1, . . . , yn einer LDGL n-ter Ordnung bil-
den genau dann eine Basis, wenn sie linear unabhängig
sind. Dazu muss ihre Wronski-Determinante von 0 ver-
schieden sein

W (x) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

y1 y2 . . . yn

y′1 y′2 y′n
...

...
. . .

...

y
(n−1)
1 y

(n−1)
2 . . . y

(n−1)
n

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

6= 0

• bei y′′ + py′ + qy = 0 gilt
W ′ + pW = 0

W (x) = W (x0) e
−

R

x

x0
dx̃p(x̃)

2.3.3 Lösungsansatz

Der Allgemeine Lösungsansatz lautet

y = Ceλx

was bei

y(n) + cn−1 (x) y(n−1) + . . .+ c1 (x) y′ + c0 (x) y = 0

zu dem Charakteristischen Polynom

λn + cn−1λ
n−1 + . . .+ c0 = 0

fürt, was gelöst werden muss. Das heißt in folgende
Form gebracht:

a (λ− λ1) (λ− λ2) . . . (λ− λn) = 0

2.3.4 Lösen mit Hilfe von differential Opera-
toren

D =
d

dx
Dy =

dy

dx

Hiermit lässt sich eine LDGN n-ter Ordnung auch wie
folgt notieren:

(

Dn + cn−1D
n−1 + . . .+ c0

)

y = 0

Auch diese Polynom lässt sich Faktorisieren

(D − α1) (D − α2) . . . (D − αn) y = 0

Die n Lösungen sind dann damit: (i ∈ {1, . . . , n}) (falls
αi 6= αj für i 6= j)

yi = eαix

2.3.5 Bestimmung der Zweiten Lösung aus der
Wronskideterminante und der ersten Lö-
sung

w (x) =

∫ x

x0

dx̃
W (x̃)

y2
1 (x̃)

= W (x0)

∫ x

x0

dx̃
e
−

R

x̃

x0
d˜̃xp(˜̃x)

y2
1 (x̃)

y2 = y1 (x)w (x) + cy1 (x)
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2.3.6 Lösen einer inhomogenen DGL 2. Ord-
nung

Die Lösung der inhomogenen Gleichung

y′′ + p (x) y′ + q (x) y = g (x)

besteht aus der Lösung der entsprechenden homogenen
Gleichung (also mit g (x) = 0) plus einer speziellen
Lösung.

y (x) = c1y1 (x) + c2y2 (x) + yp (x)

Dieses yp (x) kann in folgender Form dargestellt wer-
den:

yp (x) = v1 (x) y1 (x) + v2 (x) y2 (x)

v1 und v2 müssen folgenden Gleichungen (Bestim-
mungsgleichungen) gehorchen:

v′1y1 + v′2y2 = 0

v′1y
′
1 + v′2y

′
2 = g (x)

Daraus ergibt sich

v1 (x) = −
∫ x

x0

dx̃
y2 (x̃) g (x̃)

W (x̃)

v2 (x) =

∫ x

x0

dx̃
y1 (x̃) g (x̃)

W (x̃)

mit den Randbedingungen v1 (x0) = v2 (x0) = 0.

2.4 Lösungen

2.4.1 Allgemeine Lösungen einfacher Glei-
chungen

• y′ + ay = 0
y (x) = Ce−ax bzw. y (x) = y0e

−a(x−x0)

• y′ + f (x) y = 0

y (x) = y0e
−

R

x

x0
dx̃f(x̃)

• y′ + ay = b

y (x) =
(

y0 − b
a

)

e−ax+ b
a bzw. wenn y (x0) = y0 =

0 dann y (x) = b
a (1 − e−ax)

• y′ + f (x) y = g (x)
A =

∫ x

x0
dx̃f (x̃)

y (x) = y0e
−A(x) +

∫ x

x0
dx̃g (x̃) eA(x̃)−A(x)

• y′′ + ay′ + by = 0

λ1/2 = −a
2 ±

√

a2

4 − b

– a2

4 > b (Kriechfall)
y (x) = C1e

λ1 + C2e
λ2x

– a2

4 = b (aperiodische Grenzfall)
y (x) = (C1 + C2x) e

λ

– a2

4 < b (Schwingfall)
λ1/2 = α± iβ

y (x) = (C1 cos (βx) + C2 sin (x)) eαx

∗ y (x) = A sin (βx+ φ) eαx

A =
√

C2
1 + C2

2

φ = arctan
(

C1

C2

)

• y′′ + ay′ + by = g (x)
Eine der folgenden yp auswählen und zusammen
mit der Lösung des entsprechenden homogenen
Systems (yh - siehe oben) einsetzen und Konstan-
ten bestimmen:
y (x) = yh (x) + yp (x)

– g (x) Polynom in x (Pn (x))

yp (x) =











Qn (x) b 6= 0

xQn (x) a 6= 0, b = 0

x2Qn (x) a = b = 0

– g (x) Exponentialfunktion g (x) = eλx

yp (x) =











Ceλx λ 6= λ1, λ 6= λ2

Cxeλx λ = λ1 XOR λ = λ2

Cx2eλx λ = λ1 = λ2

– g (x) = a1 sin (βx) + a2 cos (βx)

yp (x) =

{

c1 sin (βx) + c2 cos (βx) β 6= ω

x (c1 sin (βx) + c2 cos (βx)) β = ω
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Raumkurve, 7
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Skalarmultiplikation, 2
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