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1 i—
Kronnecker Symbol §;; = {0 Z#]
v7E ]

e Wenn in einer Summe mehrere verschiedene
Inizes auftauchen, und ein § Symbol, so kann
man diese Indizes gleichsetzen, und das Sym-
bol streichen

Epsilon-Tensor

1 falls(4,7,k)eine zykl. Vertausch. von (1,2,3)
-1

0 sonst

€ijk = falls(4,7,k)eine zykl. Vertausch. von (3,2,1)

® Sijk = €kij = €jki = —Cikj = —Ejik = —Ekji
® dicijk =0

L] Zij AiQjE45k = 0

° Zk EijkEmnk = 6im6jn - 6in6jm

L4 Zij EijmEijn = 5mn
® cijkEijk =0

® £ijik€ijm = Okm

1.2 Vektoren im Raum

FEinen Punkt im Raum kann man definieren durch den
zu ihm vom Koordinaten Ursprung zeigenden Vek-
tor 7. Dieser ist definiert iiber seine Komponenten
Tz
7= Ty
rs

. Er ldsst sich allerdings auch zerlegen in

seine Lénge | =, /72 + 2 + 72 und in seine Richtung

%F (Ein Vektor der Ringe 1 der in die gleiche

Richtung zeigt). Er ldsst sich auch beziiglich der Ein-
heitsvektoren angeben: ¥ = r,€; = ry€, + r,€, + 1.€,

€r =

e Addition von Vektoren:
ist Kommutativ (Vertauschbarkeit der beteiligten

Vektoren)
Ay ba Ay + by
y + | by = ay + by
a, b, a, + b,

e Multiplikation mit einem Skalar:
ATy
ATy
AT,

A7 =

e Linge (Norm) eines Vektors
=V = Vi
— -1 = I
— Dreiecksungleichung
a+5] <@l + ’5‘

1 VEKTOREN UND FELDER IM RAUM

— Vektoren der Lange 1 werden als Einheitsvek-
toren bezeichnet, man erhélt sie durch Renor-
mierung von belibigen Vektoren: €, = %

e Nullvektor
0

0o=1 0
0

1.2.1 Skalarmultiplikation

(_J:g = aibi
o b= |d ’5‘ cos
— wenn @ und b senkrecht zueinander stehen
gilt: ab=0
- é’ie} = 61']‘
— ist Kommutativ
ab = bad
— ist Distributiv
a(b+a) = db+az

- (+,>\,65) bildet Korper

1.2.2 Vektorprodukt

Auch Kreuzprodukt genannt.

agbg — b2a3
axb=c= aibjzsijké'k = a3b1 — b3a1
a1bs — azby

& steht senkrecht auf der Ebene die von @ und b
aufgespannt wird
ca=0

=0

e Linge von |clist so grofl wie der Flicheninhalt des
Parallelogrammes zwischen @ und b
]a X 5‘ — |d| \5

sin ¢

e Richtung von ¢ mit Hilfe der Rechten Hand Regel
(d,b, ¢ bilden ein Rechtssystem)

[ é; X gj = Eijkgk
e so nur im 3-dim Raum definiert
e dllb=axb=0

e Vektorprodukt ist Antikommutativ
axb=-bxa

e Distributivgesetz
ix(b+d)=axbrixe

o Ist m’ciit Afsoziativ .
<6>< (bxb)#(&xb) x5)
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e Verhalten zur Skalaren Multiplikation e Satz von Schwarz
A (5 x [,’) = (A\@) x b=a x ( )\g) Wenn die gemischten partiellen Ableitungen (bis
zur zweiten) von einer Funktion stetig sind in ei-
e “bac-cab” Regel nem Bereich G. Dann gilt das die Reihenfolge der
7 x (g « 5) -7 (@) — 5(&'5) Ableitungen im Innern vertauscht werden kann.
Wenn dieses gilt, existiert das totale Differential.

e Flichen fiir die ¢ (¥) = ¢ sind werden Aquipoten-

1.2.3 Spatprodukt tialfldchen bezeichnet.

[a’, 5,5} ~- (5 x 5) - (a’ x 5) ¢ Das Nabla-Symbol
= |a ]5 @sina (5,7 cos 3 (.5 x @) .0
= &iparbicj Voo (%"ei

= a1bacs + azbscy + aszbica dr = dz:€;

—a3b201 — albgcg — a2b103

e Hiermit liasst sich das totale differential auch als
Skalarprodukt schreiben, indem man die zu diffe-
renzierende Funktion vorher mit V und anschlie-
Benden mit dr Multipliziert.

Fo| = /. (22)]

e berechnet das Volumen des Spats das von d, 5,8
aufgespannt wird

o ist [d’, g,é’} = 0 sind 4, g, ¢ linear abhingig (liegen
[ )

in einer Ebene)

1.3 Elemente der Vektoranalysis Gradient Der Gradient von ¢ lisst sich wie folgt be-
rechnen
1.3.1 Differentiation eines Vektors nach einem
Skalar .
grad (¢) = V¢
da dai -
- =g
dt dt e Einheitsvektor in Richtung des Gradienten ég 6=
v
e wenn nach der Zeit (¢t) Abgeleitet wird, kann man |6i|

dies auch so abkiirzen: % =a

e Der Gradient steht Senkrecht auf den Aquipoten-

e Produktregel tialflichen von ¢. vy L €y
c(t)=a(t)b(t)
E(t) = ab (t) 4+ a ()b (t) — Aquipotentialfliichen: Menge aller Punkte fiir

die ¢ (¥) = const = ¢

— Eine Linie die senkrecht durch alle Aquipo-

1.3.2 Vektorielle differentiation eines Skalar- tentialfléichen geht nennt sich Stromungslinie

feldes

Totales Differential: e Der Gradient macht aus einem Skalar- eine Vek-

torfeld
¢(f) = ¢($1,...,I’n) — af(r) 7
ﬁ 99 PV ="
do (%) = 3 -dz; B
i e Vi =3 (bei 3-dim Raum)
= (Vgp) dr entsprich der Anzahl der Freiheitsgerade von 7

e Errechnen einer Ableitung eines Vektorfeldes:

43 _ 03(&) o Richtungsableitung Die Richtungsableitung gibt

die Steigung an, die man im Punkt 7 enthélt, wenn

dxy Ox; dxy,
man ich Richtung des Einheitsvektors ¢ laufen wiirde.
° 6% ist die partielle Ableitung nach x, wobei alle
anderen Variablen als Konstanten betrachtet wer- Ao (= N\ -
de dé Ve)e
n. €
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Laplace - Operator Der Laplaceoperator ist ein
skalaerer Differentialoperator (er ordnet einem Vektor
einen Vektor, und einem Skalar einen Skalar zu). Er ist
wie folgt definiert:

—

- 92
A:VV:Z@

e A ist invariant (veréndet sich nicht) unter Koor-
dinatenspigelung (= Paritéitsinvariant)

. A[f:ﬁ*(ﬁ*/i’) —V x (ﬁx/i’)

o« Af(r) =35 (rf ()
1.3.3 Differentiation von Vektorfeldern
Divergenz Die Divergenz eines Vektorfeldes ¢ (7) =

(vg (7) , vy (), v; (7)) ist wie folgt definiert (= Skalar-
produkt):

e Auf Reihenfolge der Schreibweise achten.

e Felder mit div (¢) = 0 nennen sich:

— Divergenzfrei
— Quellenfrei

— Konvervative Kraftfelder (mit Energieerhal-
tung / Unabhingigkeit des Weges)

Rotation Die Rotation eines Vektorfeldes o () =
(vg (F) , vy (F) , v, (7)) ist wie folgt definiert:

rot (7) = V x@(7)
6’()]‘ .
Eii e
ijk 8% k
v, o va
oy 0z
— Qv Ous
8, _ du
oz Oy

e Auf Reihenfolge der Schreibweise achten.

e Felder mit rot (¢) = 0 nennen sich:

— Rotationsfrei
— Wirbelfrei

— konservative Felder

Rechenregeln

div (grad (¢)) = V (%) =N¢ = (ﬁﬁ) ¢

1 VEKTOREN UND FELDER IM RAUM

§x<§xﬂ):§*<§*ﬁ)—Aﬁ
V(y) = vV + oV

¥ (9%4) = (Vo) (Vo) + o0

1.4 Krummlinige Koordinatensysteme
1.4.1 Allgemeine Koordinatensysteme

Jeder Punkt im R? ist durch Angabe von 3 Zahlen
u1, us2, ug festgelegt. Insbesondere durch die karthesi-
schen Koordinaten x,y, z. Es gibt also eine eineindeu-
tige (bijektive) Zuordnung.

(xvya Z) — (ula u2, ’U,g)

up = u(z,y,2)
uz = uz(z,y,2)
us = us (I,y,Z)

T (U/l) ug, U3)
Yy (Ul,’UQ, U3)

z (u17u27u3)

Ortsvektor
stalt:

Der Ortsvektor hat nun folgende Ge-



1.4 Krummlinige Koordinatensysteme

Koordinatenlinien Unter Koordinatenlinien ver-
steht man Linien, durch den Raum, bei denen je-
weis alle Variablen bis auf u; bestgehalten werden.
Bei krummlinigen Koordinaten ist mindestens eine sol-
che Linie keine Gerade. Diese schneiden sich im Punkt
P (Cl, Co, Cg):

(’U,l,UQ = C2,U3 = 03)

L1 — 7
Ly — (w1 =c1,ug,us =c3)
,F’

Ly — 7(u; =c1,u2 = ca,us3)

Koordinatenflichen Genauso lassen sich Koordi-
natenflichene definieren. Auch diese schneiden sich im
Punkt P (Cl, Co, Cg):

F — 7(u = c1,ug, us)
Fy — 7(uy,uz = co,u3)
,F’

F; —  7(u1,uz,u3 = c3)

1.4.2 Festlegung der Einheitsvektoren

Fiir das neue Koordinatensystem lassen sich Einheits-
vektoren errechen. Diese sind aber im Allgemeinen
nicht im Raum konstant, sondern verdndern sich je
nach Lage im Raum. Sie werden daher als mitgefiihrtes
Dreibein bezeichnen. Sie lassen sich wie folgt berech-
nen:

h; wird als Mafifaktor bezeichnet.

e Dieses Konstruktionsverfahren liefert immer eine
Orthonormalbasis (Alle Vektoren haben die Lénge
1 und sie stehen paarweise aufeinander senkrecht)

e Es gilt generell: & Lleé

1.4.3 Zylinderkoordinaten

Hier werden die Punkte im Raum {iber die 3 Variablen
0,9, 2. @ ist dabei der Winkel zwischen der positiven
z-Achse und der Projektion von 7 auf die z,y Ebene
und o die Lange vom dieses Projezierten Vektors. z ist
identisch mit dem z aus den Karthesischen Koordina-
ten. L1, L3 sind Geraden und Lo ist ein Kreis. F} ist
ein Kreiszylinder und F3, F3 sind Ebenen. Diese Varia-
blen sind in Threm Wertebereich auf o > 0, 0 < ¢ < 27
und —oo < z < 0o beschrinkt. Der Ursprung (6) ist in
diesen Koordinaten nicht eindeutig bestimmt.

Umrechnungsvorschriften

T = Q0cosyp
= osing
z = =z

/.1'2 + y2
arctan (E)
T

= Z

Einheitsvektoren
€o = COSPEy + Sin ey
€p, = —SINPey + COS Pey
€, = €,
€y = COSpE, — sinpé,
€y = sinpe, + cos e,
€, = €,

e bilden Orthonormalbasis

Ortsvektor

Maf3faktor

Differentiation

ds?

—

dc,.

—

dc.,

—

g,

hy = 1
hy =
h. = 1

€o ey
éZP = —¢€,
& = 0

ds, = do
ds, = od,
ds, = dz

= do*+ Q2di +dz?

= —do., = odpdzé,

—do'y, = dzdoé,

= —dd,, =ododype.
dV = pdodpdz
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1.4.4 Kugelkoordinaten Differentiation
Hier werden die Punkte im Raum iiber die 3 Variablen ds, = dr
r, @, 0. pist dabei der Winkel zwischen der positiven x- dsg = rdy
Achse und der Projektion von 7 auf die x, y Ebene. 6 ist d . .
s, = rsinfd,

der Winkel zwischen 7 und der positiven z-Achse. 7 ist
die Linge des Vektros 7. Lj ist eine Gerade und Lo.L3
sind (halb) Kreise. Fy ist ein Kugeloberfliche, F, ist
eine Halbebenen und F3 ein Trichter. Diese Variablen
sind in Threm Wertebereich auf 0 < 0 <7, 0 < ¢ < 27 ds* = dr* +r?dj + r®sin® 0dp?
und 0 < r < oo beschriinkt. Die gesamte z-Achse ist in

Thren Koordinaten nicht eindeutig bestimmst.

- = 2 . =
Umrechnungsvorschriften dogo = —ddg, =r"sinfdfdype,
B " dc,, = —dd, =1 sinfdrdpéy
I déy, = —dG,=rdrddé,
= rsinfsingp
z = rcosf dV = r?sin 0 dr df dy
1
A = —

£ (-8)-
N R Ao\

s 1 9 (. 0
0 = arctan(xi—w) r251n9%<5m9%>+

z

1 0?
¢ = arctan (g) 72 sin? § Op?
Einheitsvektoren 1.4.5 Parabolische Koordinaten
€, = sinfcospe, + sinfsin pey, + cos Oe, Diese Koordinaten haben den Vorteil, das die Koordi-
€9 = cost cospe, + coslsinpe, — sin e, naten linien fiir £ und n Parabeln beschreiben, deren
€, = —singé, + cospé, Brennpunkt im Ursprung des Systems liegt. Die Koor-

dinatenlinen fiir ¢ sind Kreise.

€ = cospcoslé, + cospsinféy — sin pé, Umrechnungsvorschriften
€y, = sinycosfé, + sinpsinbéy + cos e, v = fncosy
e, = cosbé, —sinfey ensi
= qnsine
1
e bilden Orthonormalbasis z = B) (52 - 772)
Ortsvektor

!

I

<

g
€T I m o
[
ﬂg
+L\3
w| +
<

[ V]

Maf3faktor
= r—z
he =1 = arctan (g)
hy = rsind v
hgy = r
Einheitsvektoren
Ableitung der Einheitsvektoren R 1 R . R
. € = \/ﬁ (1 cos o, + nsin gy, + £E5)
& = 08 +¢sinde, 1
& = —08 + pcosbé, & = W= (€ cos e, + Esin pel, —1e)
é’gp = —gb (sin Oé} + cos 959) g«p — —sin ngz -+ cos spé'y



1.5 Differentiation in krummlinigen Koordinatensystemen 7

- 1
k= —=== I +&éy)
772 + 52
€x = cos @E — sin g€,
€y = sin ng + cos e,

e bilden Orthonormalbasis

Ortsvektor
" V2 +E "
o= Uf (£ +ney)
Maffaktor
h’f — \ /772 + 52
hn — /772 +€2
hcp = &

1.5 Differentiation in krummlinigen
Koordinatensystemen

Im Folgende werden prinzipiell 3-dimensionale Koordi-
natensysteme der Form:

7 (ur,ug,uz) = @ (uy,ug,us) €y

betrachtet.
1.5.1 totales Differential
or or or
dr = —d d —d
" 8u1 U1+ a’u,g uz + aUQ, s
3
= Y hifu,du;
i=1
3

Dabei haben die einzelnen partiellen Ableitungen die
Form:

or or _,

Ay
ou, 0w ou,

+ =
aui Cy

Mafifaktor Dies ldasst sich vereinfachen durch die
Einbeziehung des Maf}faktors h;. Dieser fallt fiir ge-
wohnlich bei der Herleitung (siche 1.4.2 auf Seite 5)
der Einheitsvektoren ab.

or
) = | o

Infinitesimales Bogenmaf3

dSi = hi (7?) dul

1.5.2 Raumkurve

Metrischer Tensor
9ij = hihjgui€Uj
e Wird vorallem gebraucht, wenn €,,€,, # 0;; ist,
d.h. man sich nicht in einem Orthonormalsystem
befindet.
e Im Orthonormalsystem gilt g;; = d;;hih;

e Dies ist eine 3 x 3 Matrix

Bogenelement

3 3

ij=1 t,5=1

Flachenelement

da:ij = dFZ X dFj = (gul X é;,ﬂ) dSide

Volumentelement

dv = d771 (dfg X d’Fg)

d81d82d83€u1 (qu X gud)

Orthogonal krummlinige Koordinaten (OKK)

e Bogenelement ds? = 37| ds?

e Flichenelement doy; = dsids; Y, €ijk€u,

e Volumenelement dV = ds;dsadss

1.5.3 Gradient & Co. fiir OKK

Folgende Formeln gelten NUR fiir OKK’s!!!

Sei ¢ (u1,usz,us) ein Skalarfeld, und V(ul,uQ,U3) =
S22 Vi (u1, u2,u3) €, ein Vektorfeld.

Gradient




8
Rotation
3
. 1 9(hVy)
VxV= i —— g
. Z Fij hlh] aul K
i,7,k=1
o V X (5};‘1) =0
e Sei V ein Vektorfeld, und w, v belibige krummlini-
ge Koordinaten
(BuZ) xV =8, x v
Divergenz
3
=17 10 (pzvz) 1 0 (szz)
VV = — =
i:zl Pi 881 h1h2h3 ; 8uz
o p = batats

o V x (umﬁun) = Emnkhi‘—gn
Laplace Operator

Ao =

1.6 Kurven-, Oberflichen- und Raum-
integrale

1.6.1 Vektorielle Kurvenintegrale

/df’(b(ac,y,z) = 5Z/d$¢($ayaz)+
C C
éyLdy¢<x,y,z)+

e*z/cdw(:c,y,z)

We = /dFV(F)
C

/diz—l—/dyVy—i—/szz
C C C
/(deV(F)) =
c

dyV, — dzV,) +

dzV, — dyVy)

ey/(

C

€y/ (dzV, —dzV,) +
C

e;/(
C

1 VEKTOREN UND FELDER IM RAUM

e Der Indize C' bedeutet, dass entlang der Kurve C
Integiert wird.

e Hierbei sind x,y, z durch Funktionen aneinander
gebunden, damit die Integrale vollstdndig definiert
sind. Dies wird z.B. mit einer Parameterisierung
erreicht.

e Die Integrale sind im Allgemeinen abhéingig vom
Integrationsweg

o W ist die Arbeit die entlang des Weges C' verrich-
tet werden muss.

— Ist wegunabhg’t:ngig fiir V (7) = —V¢.
We = [odiV (F) = — [odo = ¢ (T1) ¢ (72)

1.6.2 Parameterisierung der Bahnkurve

Menge aller Punkte zwischen a; und o gibt die Bahn-
kurve 7 (o) = (2 (a),y(a),z(«)). Hierbei ist a der
Bahnparameter der die Bahnkurve parameterisiert.

Spezielle Bahnparameter sind s die Bogenldnge, und t
die Zeit.

I A dx dy dz
/cer(F’)—/a1 da(Vzda—l-Vyda—i-Vzda)

e Der Wert des Integrals hidngt nich von der Para-
meterisierung ab, solange sie den gleichen Weg be-
schreiben

1.6.3 Weglinge einer Bahnkurve

Sei 7(«) eine Parameterisierung des zu messenden
Weges. Die Weglidnge ergibt sich dann fiir oy < ae

o
L :/ do
o

1.6.4 Flichenintegrale

dr

do

Hierzu benétigt man eine Funktion s (z,y, z) = 0 die ei-
ne Fliche beschreibt. Wenn sich diese nach z = z, (z,y)
umstellen ldsst z, kann man das Fliachenintegral iiber
der Funktion ¢ (x,y, z) wie folgt schreiben

Is = /dy/dwqﬁ(x,y,fc“s (2,9))

- / dyda Y
S ne,

e Diese Integral Wird auch der Fluss von Vdurch s
genannt

e Bei Integration in anderen Koordinatensystemen
nach ds,, integrieren
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e Berechet die “Summe” aller Werte auf einer Flache

Der Wert des Integrals héngt ab von der Wahl der
Fliache ab

Das oben aufgefiihrte ist ein Spezialfall einer all-
gemeinen Parameterisierung: ¥ = 7 (o, )

e Reduzierung auf Integral iiber z.B. x,y mit:

1. S(x,y, z) = k Funktion die die Fliche / Ebe-
ne beschreibt.
(2,9, 2) = k auflésen nach z (z,y) und V =
Y2 (2,9))
VS

S
(x
7 g

4y

=~
L3S
<4

5. ne, = ...
6. Integral
Is = fS dydx 2L

ne,

z=z(z,y)
berechnen

1.6.5 Vektorelle Flichenintegrale

Hierzu benétigt man eine Konvention, die der orientier-
ten Fliachen: Der Vektor dd = dofi steht senkrecht auf
der Oberflache und zeigt immer nach Auflen. Je nach-
em ob wo mam sich auf der Koordinatenachse befindet
gilt:

do, = =dydz
doy, = Zdxdz
do, = Zdzxdy

Sei ¢ () ein Skalar- und Vv (7) = &,Vo + &,V, + &.V.
ein Vektorfeld. Es lassen sich nun folgende Integrale

definieren:
/d&'gb(?) = €z/doz¢+é’y/doy¢
S

1e, / do-

/damVI—i—/deVy
S S
+/d0sz

S

5k/ (€ijrdo;V}) €

s

= / (doy, V., —do,Vy) + ...
s

e Es gilt do = |dd|e,. Falls eine Komponente von
dd und auch €, bekannt ist lasst sichhieraus der
Betrag und damit das geamte dd rekonstruieren.
7Z.B.do, =dxdyund €, = ....

1.6.6 Oberflichenberechnung

Die Oberlédche F' einer Funktion S ldsst sich mit Hilfe
von vektoriellen Flachenintegralen sehr leicht bestim-
men. Hierzu muss ein dop gefunden werden, welches
auf der gesamten Fliche rechtwiklig steht und dessen
linge der grofe der Flichenelemente entspricht. Dieses
dop ldsst sich auf verschiedene Arten gewinnen. Ent-
weder man nutzt ein bereits bekanntes Koordinaten-
system, falls die gewiinschte Fléche dort einer Koordi-
natenfliche (bzw. einem Teil davon) entspricht. Oder
man definiert sich entsprechend ein neues. Die Fliche

ist hiermit nun
Ap = / |G|
S

e Es ldsst sich auch ein neues dé'p wie folgt definie-
ren. Die Fliache F' lasse sich in der Form

F :uq,ug — 7p (u1,u2) = 7 (u1, uz, uz = c3)

mit ¢z = konstant schreiben. Dann gilt:

Wobei das Vorzeichen so gewéhlt werden muss, das
es auf geschlossenen Fliachen nach auflen zeigt.

1.6.7 Volumenintegrale
Hierbei wird ein Dreifachintegral iiber alle drei Raum-

koordinaten bestimmt. Die Grenzen kénnen dabei im
allgemeinen voneinander abhéngen.

/VdVQ = ///dedydze(xvy,Z)

Jy dvV(P)=¢x [y, dV Vatéy [, dV V,+é. [, dV V.

e Die abhéngigen Grenzen kénnen z.B. so behandelt
werden:

b g2() f2(z,y)
\% z=a y=g1 () z=f1(z,y)

e Fiir belibige Koordinatensysteme gilt aufler den
vorher genannten Beziehungen:

or
dv = 5—u1<

or  or

8—11,2 X a—ug> ‘ dU1dU2dU3

1.6.8 Integralsitze

e All diese Sitze gelten nur, wenn es auf beiden
Seiten moglich ist, divergenten Punkten auszuwei-
chen. Wenn z.B. eine Fldche immer durch einen
Punkt 1duft, der divergiert egal wie man sie legt,
dann gelten all diese Sétze nicht.
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e Die Keise um die Integrale bedeuten, dass iiber
geschlossene Flichen / Linien integriert werden
muss.

e Bei Kruvenumlaufen wird gegen den Uhrzeigersinn
positiv gezihlt. Es gilt (Orientierung der Zirkula-
tuion):

fo=—94c
Gauf3’scher Satz §,,, daj = IS dvvyj

e Integral der Quelldichte ist gleich dem Fluss durch
die Randfléichen

Kontinuititsgleichung % +V (QV) =0

e o ist die Dichte des Mediums

o V ist die Stromungsgeschdingkeit

e Gilt nur fiir quellenfreie Felder. Bedeutet, dass die
Summe aus Abnahme von z.B. Masse in einer Re-

gion und der Fluss durch dessen Begrenzung 0 er-
gibt.

Green’scher Integralsatz §,,,dé = |, dvV

e Dies sind Differentialoperatoren. Sie wirken auf die
hinter ihnen stehende Gleichung genau gleich

e 2.B. §,,d5 x V (F) = IS doV x V (7)
Green’scher Satz fav dé (uﬁv — vﬁu) =
Sy dV (uhv — vAu)

Satz von Stokes §, ¢ diV = Js do (ﬁ X 17)

o §,dFp (F) = [ (dc? X ﬁ) ¢ ()
o $odi xV (F) = [ (d&xﬁ) x V (7)

—

Potentialfeld Vx F =0 F = —V¢
e auch konservatives Feld genannt.

Oberfliache & ist Symbol fiir geschlossene Fliche

Volumen V ist Symbol fiir zusammenhéingendes Vo-
lumen

Begrenzung 0S 9V Begrenzungskurve / Fliche einer
Oberfléche / Volumen

2 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

2 Differentialgleichungen

2.1 Typen von Differentialgleichungen
(DGL)

Ziel Gleichung fiir y (x) finden. Also ist die Losung
keine Zahl oder Vektor, sondern eine Gleichung.

gewohnliche DGL Funktionen mit einer Variablen

e ODE im Englischen (Ordonary Differential Equi-
litation)

partielle DGL Funktionen mehrerer Variablen

e PODFEim Englischen (Partial Ordonary Differen-
tial Equilitation)

DGL n-ter Ordnung

F(‘r7y)y/)"'7y(n)) :0

e dies ist die implizite Form. Falls es sich explizit
auflosen ldsst y = G (a;, T ,y(”)).

allgemeine Lésung bis auf (Integrations-) Konstan-
ten bestimmt

spezielle Losung vollstindig bestimmt

e Dafiir mussen bei einer Gleichung n-ter Ordnung
n Randbedingungen festgelegt werden. Dafiir be-
stimme zu einem gewéhlten xy passend:

yo =y (@), vp =9 (@), .-, y8" " =y ()

Lineare DGL (LDGL)
Y @)+ o1 (@)y "D (@) 4.+ 1 (2)y(2)=g(z)

e cs tauchen die Ableitungen von y*) und y selber
nur in ihrere ersten Potzen auf, und es gibt keine
Mischterme wie z.B. y*) . y()
homogene LDGL g (z) =0
inhomogene LDGL g (x) #0

2.2 Losungsverfahren fiir LGDL 1.
Ordnung

Trennung der Variablen

Losungsweg fiir einige einfache Typen von Differential-
gleichungen 1. Ordnung

e schreibe ¢y’ in der Form %

e fasse z und y als “unabhéngige Variablen” auf
e y und dy auf eine Seite, z und dz auf die andere

e Integriere auf beiden Seiten

Lose nach y auf



2.3 Losungsverfahren fiir LDGL 2. Ordnung

2.2.1 Lé&sen von inhomogenen Gleichungen

Die Losung einer LDGL 1. Ordnung setzt sich zu-
sammen aus einer allg. Losung der homogenen Glei-
chung und einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung.

1. Allg. Losung der homogenen LDGL

y+f@y=0
yir (z) = yoe~ J2, dif(z)

2. Ansatz .
yr (2) = (@) e fao BT

Randbedingung o (z¢) = yo
A= [" dif (2)
yr = a(z)e M

3. Bestimmung von o ()
v, (2) = o (1) e~ A@) — o (2) f () 4@
of (z) = g () )
a(x) =a(xg) + ffo dzg (T) eAle)

y () = yoe 4@ + [* dig () eA@ =A@

2.2.2 Vereinfachen durch Substitution

Durch geschicktes withlen von u = f (y) lassen sich
inhomogene Differentialgleichungen oder komplizierte
homogene DGL manchmal auf eine einfache Form zu-
riickfithren.

2.3 Losungsverfahren fiir LDGL 2.

Ordnung
2.3.1 Eigenschaften der Losungen

Wir betrachten die Lésungen einer linearen homogenen
Differentialgleichung n-ter Ordung der Form:

Y™ ten (@)™ + e ()Y +eo(z)y=0

Ist y (z) Losung, dann auch A - y (z)

e Sind y; () und y2 (x) Losungen, dann auch
y (@) = Ayr (2) + Aoz (2)

e Wenn u (z) und v (z) Losungen sind, dann auch
y (@) = u (@) +iv (2)

e Die Menge der Losungen bilden einen Untervek-
torraum der Komplexwertigen Funktionen

e Die Losungsraum einer LDGL n-ter Ordnung ist
n-Dimensional

11
2.3.2 Unabhingigkeit der Lésung

n Losungen y1, ..., y, einer LDGL n-ter Ordnung bil-
den genau dann eine Basis, wenn sie linear unabhingig
sind. Dazu muss ihre Wronski-Determinante von 0 ver-
schieden sein

yl y2 . yn
vh Y5 Yn

W (x) = #0

n'—l n.—l n.—l
I Sy

e bei v’ +py' + qy =0 gilt
W' +pW =0 o
W (z) = W (wo) e J70 4P(®)

2.3.3 Losungsansatz

Der Allgemeine Losungsansatz lautet
y = CeM
was bei
Yy e @)y V4 e (@)Y +eo(x)y=0
zu dem Charakteristischen Polynom
AV e AN 4 =0

fiirt, was gelost werden muss. Das heifit in folgende
Form gebracht:

aMA=A)A=X)...(A=X) =0

2.3.4 Losen mit Hilfe von differential Opera-
toren

d dy
D= — Dy=-2
dx 4 dx
Hiermit l&sst sich eine LDGN n-ter Ordnung auch wie

folgt notieren:
(D" + ¢y D" '+ 4 c)y=0
Auch diese Polynom ldsst sich Faktorisieren
D-—a1))(D—a3)...(D—a,)y=0
Die n Losungen sind dann damit: (i € {1,...,n}) (falls
a; # o  fir i # j)

yi = e™”

2.3.5 Bestimmung der Zweiten Losung aus der
‘Wronskideterminante und der ersten Lo6-
sung

- W v T din)
wiw) = [ V@ _ W(xo)/ A
o yl (1") xo yl (IE)
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2.3.6 Lo&sen einer inhomogenen DGL 2. Ord-
nung

Die Losung der inhomogenen Gleichung

Yy +p@)y +q(x)y=g(z)

besteht aus der Losung der entsprechenden homogenen
Gleichung (also mit g (x) = 0) plus einer speziellen
Losung.

y(x) =y (x) + coyz (z) + yp ()

Dieses y, (x) kann in folgender Form dargestellt wer-
den:

Yp (z) = v1 (z) y1 () + v2 (7) y2 (@)

v und vy miissen folgenden Gleichungen (Bestim-
mungsgleichungen) gehorchen:

Vi1 + vaye =0
vy +vays = g (2)
Daraus ergibt sich

(%)

~ Y2
_ dxi
/IU )

_ [T (@)
vy () = /IodzW

mit den Randbedingungen v; (z¢) = v2 (x9) = 0.

=
— |
2 |

vy ()

|

2.4 Loésungen

2.4.1 Allgemeine Losungen einfacher Glei-
chungen
oy +ay=0
Yy (l‘) — Ce% hzw. Y (x) — yoe—a(z—zo)

°y’+f($)y—0d

y (z) = yoe Joo 4@

oy +ay=>

y(z) = (y0*§)€7a1+ bzw. wenn y (xg) = yo =
Odanny( ):g(l 7(1:6)

oy +f(x)y=g(x)
A= [ dif(z
y () = yoe ™4 + [* dig () eA @ =A@

ey +ay +by=0

Al/gz—%i\/%—b

— %4 > b (Kriechfall)
Yy (:L' = 016/\1 + CQG)\QI

- % = b (aperiodische Grenzfall)
y(x) = (C1 + Cox)

- % < b (Schwingfall)
)\1/2 =« =+ Zﬁ

y (z) = (C} cos (fz) + Cysin (x)) e**

2 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN
¥y (x) = Asin (Br + ¢) €0
A= \/C2 + 02
o)

= arctan (Cl

oy’ +ay +by=g(z)
Eine der folgenden y, auswéhlen und zusammen
mit der Losung des entsprechenden homogenen
Systems (yp - siehe oben) einsetzen und Konstan-
ten bestimmen:

y (@) = yn () + yp ()

— g (z) Polynom in x (P, (z))

Qn(z) b#0
Yp (1) = 2Qn (x)  a#0,b=0
22Q, (r) a=b=0
— g (v) Exponentialfunktion g (z) = e**
Ce’\z )\75)\1,)\75)\2
yp () =< Cze X=X XOR XA = Xy
05626)\1 )\ = Al = )\2

— g(x) = a1 sin (Bz) + ag cos (Bx)

B#w

0=w

o e sin (Bx) + ¢2 cos (Bx)
Yp () {z (c1 sin (Bz) + ¢o cos (Bx))
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