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1 Schwingungen

1.1 Harmonische Oszillator
Ruhelage qo
Kraft F=—k(¢— qo)

Ruhelage qo

Koordinaten =z =¢q— qo

DGL mi& +kx =0

e Ellipsengleichung im Phasenraum
%E = 3% + wir? = const
Bewegungsgleichung

z (t) = Aot 4 Be~ ot
= C cos (wot + )
= a cos (wot) + bsin (wpt)

e a,bbzw. A, B bzw. C, ¢ aus Anfangsbedingungen

1.2 gedampfter harmonischer Oszilla-
tor

Kraft F'= —kx — fz
DGL mi+ Bz +kx =0

e Bahn im Phasenraum ist eine schrumpfende ellip-

tische Sprirale
4 (302 + ba?) = —p?

DGL i + 2yi + w2a? = 0

Bewegungsgleichung Losen mit z (t) = Ce* An-

satz
e \jp=—% \/72—w§
o w=/wi—~?

1 SCHWINGUNGEN

schwache Dampfung w2 > +?
z(t) = Ce " cos (wt + )

— tanp = _7“03}‘;?5(0)

C=2z(0)/1+tan?¢

Kriechfall w2 < ~?

H
m

-t (m(O cosh ~ 7w2t)
+I(°)+7’”<°)smh<m0
N

Aperiodischer Grenzfall wg =X%
(t) = e 7" ((0) + (2 (0) + vz (0))t)

— Klingt am schnellsten ab von allen 3 Féllen

1.3 Erzwungene Schwingung
Kraft F = —kx — (4 + Fy cos ()
DGL mi + fi + kx = Fy cos (§2t)
DGL 2 + 272 + wdz? = foe*

o z(t)=a(t)+iy(t)

e Bewegungsgleichung Losen mit z (t) = Ce*

_ fo
— C= 02 —-2iyQ—w?

Bewegungsgleichung

x(t) = Jo cos (Qt + 0)
\/(Q2 - w8)2 + 4~2Q2
o fiir 42 <« Q2
z(t) = Jo cos (Qt + 6)
(Q - wo)® + 72
— tand = Q+%

— 7 —0 = |C| — oo Resonanzkathastrophe

1.4 Anharmonische Schwingungen

Potential V (z) = V() + 2

sz‘g (x—x0)2+...
x0

(x — o) +

Zo

1
2

e 0.B.dA.:V (z9)=0,20=0

1
4m6:c +.

anharmonisch

1
'maz +

o V(z) = imwiz? +3

e «, (3 konstanten



1.5 Schwingende Systeme

Allgemein i + wiz = —az? — 23
e exakt Losbar, keine Losungen in geschlossener
Form (i.A.)
e periodische Losungen mit w = wp + w1 +wa + ...

e cos(wt) = cos ((wo +w1)t) » cos(wot) fiir ¢ sehr
grof

e Niherungsweise Losung:
z(t) =20 @)+ 20 @) + 2@ @) + ...

2O @t) = Acos(wt)
A2 o A?
Wy = 22 422 o5 (2wt
(1) 2w§+6w8cos(w)
1 A% [ o? 16}
Dty = =S (-5 3wt
v ) 16 Wi <3w§ 2)005(‘“)

1.4.1 nichtlinear + #uflere Periodische Kraft

+ Reibung

DGL i + 2vi + wix = focos (Qt) — az? — 23

e () » wy: Kleine Amplitude = harmonisch
e O~ wy Q=wy+e, e <1, Amplitude |c|

o e (- +12) = £

T 4w?
2 2 2 2\ _ fo
o e (le—FKle”) +7%) =32
Hat im Allgemeinen 3 Losungen
fo klein = || klein

|2:f_02 1
4wd 2 + p?

e

fo groBer Deformation in Richtung grofiere e
(k> 0)

fo > fr es gibt in einem Bereich eine Hysterese (3
Losungen)

fo

— Cmazxz = 2woy

2.3
2 _ 8wgyy
= fe ="

1.5 Schwingende Systeme

generalisierte Koordinate ¢ = (¢1,...,¢s)

Betrachtet nur Konservative Krifte = es gibt ein Po-
tential V' (q)

Gleichgewichtspunkte ¢o: ¢(t) = 0,q(t) = qo

=0

dg; a=qo

stabiles Gleichgewicht lokales Minimum von V'

labiles Gleichgewicht lokales Maximum von V'
neutrales Gleichgeqicht V ist lokal konstant

Auslengung ¢; = ¢¥ + &
o & kleine Auslenkung aus dem Gleichgewicht

Potential Tailor Entwickeln

Vi +3

N—— =1 0g;
=0 BbdA

1< 0%V
53
2 =) 94:0q;

kij

Vig) =

&i

9=40
=0

&&+ ..

q9=qo

o V(g) = 5¢"kS
e [ ist symmetrisch

e Stabiles Gleichgewicht = k ist positiv definit (alle
Eigenwerte >0)

Lagrange Funktion

1 /. .
L= (€"0s - ¢"ke)
o Massentensor M;; = %
7 lg=qo0

— ist symmetrisch

— alle Eigenwerte > 0

DGL auch Sdkulargleichung genannt

S

Vi (Midy +kiygs) = 0

j=1
ME+EE = 0
zu losen falls det (E - w2M) =0

2

Polynom s-ten Gerades in w
e w2 Nullstellen des Polynoms (s Stiick)
wg c RZO — wge €R

e Eigenschwingungen £ sind zu w? passende
Losungen

— sind alle reell und linear unabhéngig
Normierung (£§)" M = dag
e auch Verallgemeinerte Orthonormalitit genannt

Lésung

f(t) _ Z é-(()l Aaeiwat + Baefiwat
a=1

B Na (t)

Normal Koordinaten 7, (t) = Agetat
Bae~ ot = A, cos (wat) + Bg sin (w,t)

Transformation der DGL hierdurch in folgende
entkoppelte Form

Yo : g +win =0



1.5.1 lineare periodische Kette

Beseteht aus unendlich vielen Teilchen der Masse m

e Abstand jeweils a
e Federkonstanten dazwischen k
e 1-dim Angeordnet

e Abstraktion fiir 1-dim Festkorper

Masse Mij = 5ijm

Kopplung
2 -1 0 -+ 0 -1
-1 2 -1 0 0
o -1 2 -1
k=
0
0 -1
-1 0 0o -1 2

Ansatz Jedes Atom vollfithrt harmonische Schwin-
gung mit dem gleichen w

T = Alei“}t

und Nachbaratome unterscheiden sich nur um kon-
stante Phase
x; = a1

und Periodischen Randbedingungen

Al = Al+N€iNX

e x=%nfiri=1,...,N

Losung w,, = 2w |sin A

] u)o:\/%
en=1,....N

e wy = 0 Translation “Nullmoden”

Wellenlénge A, = aff =L

Dispersionsrelation w (q) = 2w [sin %

e ¢ Wellenzahl

e 1. Brioullin Zone von ¢ € (0, 27”)

Phasengeschwindigkeit ¢ = % = 27‘” ‘sin o

e ¢ klein = ¢ = wpa Schallgeschwindigkeit einer lon-
gitudinalen Kompressionswelle

Gruppengeschwindigkeit v, = Z—Z’

2 HAMILTON JAKOBI THEORIE

Kontinuierlicher Grenzfall z; (t) = 2 (£,t) mit £ =
al

e N—oo, a—0, L=Na=const

)

o (z;+ w41 — 271) — a? 625 x(&,1)

(% - 256t =

Elastizitdtsmodul F' = 77‘%

e Riickstellkraft F, = koL

o n=kFka
e Phasengeschwindigkeit ¢ = wpa = ,/% = \/g
e Dichte o = 2%

2 Hamilton Jakobi Theorie

Kanonische Koordinaten ¢ = (¢1,...,9s)

Wirkung S = f (q,q,t) dt wird minimiert

Lagrange Funktion L=T -V =p-¢— H

e negative Lagrange Transformierte der Hamilton
Funktion

Kanonischer Impuls p;, = %
Phasenraum T' = (¢, p) 2s-dim

DGL’s , die die Bewegungsgleichungen liefern, sind:
. OH
q = ap
. OH
p = g
bzw.
d oL 0L
dt 8qj 8qj
Zyklische Koordinaten ¢; so, dass pp = gTII; =

const

e [ hingt nicht von grab

e H héngt nicht von giab

.- _ OH
.Qkiapk

g (t) = [)? dt52

Opk



2.1 Erzeugende Funktionen

2.1 Erzeugende Funktionen

Ziel Suche alle zyklischen Koordinaten. Wechsle da-
zu die Koordinaten, so das mehr zyklische Varia-
blen entstehen. Dieser wechsel soll forminvariant
geschehen.

Forminvariant heifit eine Transformation H (¢,p) —
H (Q, P) falls

o

q = ap
. __oH
p = aq

=

. OH

@ = 35
. OH
P = =
2Q

kanonische Transformation EEle Transformation
(¢,p) — (Q,P) und H — H ist kanonisch falls
F (g bzw.p, @ bzw.P,t) (beliebig, diffbar) existiert
mit

L= sz% H = ZPZQZ H+—F

e kanonische Transformationen sind forminvariant
e F legt H vollstindig fest

oF
7 e
* o

e aus DGL fiir F lassen sich sich Transformationen
fiir (¢,p) — (Q, P) finden und umgekehrt

Typ der Transformation fiir F' ldsst sich eine der
folgenden Formen wihlen

e Transformation durch Freistellung der Ableitun-
gen

e Diese F; sind untereinander durch Legendre Trans-
formationen verkniipft!

e Dies sind die erzeugenden Funktionen

o F1:F1(Q7Qat)
- pi=
— R:—ggl
L4 FQZFQ(qvpvt)
— F2:F1+PQ
— =Gy
- Q=5
L4 F3:F3(p7Qat)

5
— F3:F17
OF:
- qi:76‘pf
OF:
— Pi=-3g,

L4 F4:F4(p,P,t)

— Doppelte Legendre Transformation
Fy=F+PQ—pq

IF,
OF.
Qi — ;1

2.1.1 Austauschtransformation

i Fl (q7Qat) = *QQ bZW. F4 = —pP
° pi=—Q;
* P=gq

e (¢,p) — (=p,q) = (Q, P)

e H=H

2.1.2 Identische Transformation

e [ =qP bzw. F3 = —pQ
o P =p;

* Qi=q

* (¢;p) = (¢;p) =(Q, P)
e H=H

2.1.3 Punkttransformation

F2 (qvpvt) = Zq,g’b (QLV "7q57t)Pi
g hangt nur von Punkt im Phasenraum ab

. s, 1)

¢ Qi=gi(q, - -
o
Fi=3 BZiP
(¢,p) — (Q, P)
e H=H+¢qP

e analog mit F3 =

_Zzgl (Qla"'aQS7t)pz

2.1.4 Transformation auf ebene Polarkoordi-

naten
e H(q,p) =5 (p2+p)+V(z,9)
e q=(v,y)
P = (Pz,py)
e Q=(ry)
P = (pr,py)

o F3 = —rcos(p)ps —rsin(p)py
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oz =rcos(p) () Q=358 =0=Q;=pi = const
= rsin

v 2 (d) B:—gfg:()épi:ai:const

e ¢ = arctan (ﬂ) "
z (e) durch auflésen ¢ = (8, «,t) und ¢ = (5, , t)

r=y/z?+y? bestimmen
o p, = cos () py + sin (¢) py (f) Wihle F = F; (q, P, t)

Pe = —rsin(¢) ps + 1 cos (@) py (g) zu Losen (F gesucht): Hamilton Jakobi Glei-
o py = cos(p)pr — %sin () Py chung

py =sin (¢) pr + 1 cos () Py OF, OF, OF,

_ o q17"7qsaa—a"'aa—a W:O
o H(Qap):ﬁ(p%Jr%zpi)JrV(Tcosgp,rsinga) q1 qs

nichtlineare Partielle DGL in s + 1 Variablen

2.1.5 Harmonische Oszillator

o 1.dim 2.3 Hamiltonische Prinzipialfunktion

e Ziel: so transformieren das zyklische Variable ent- Definition die Hamiltonische Prinzipialfunktion S =

steht Fy ist die Losung der Hamilton Jakobi Gleichung
2
o H(q,p) =2+ %mwqu ( oS oS ) a8 —
’ m H ) ydsy vy +_:0:H
wi =4 o 0 dqs’ ot (= 1)
1 2
* I = gmwog”cot@ e H = cist aber auch ok

* p = muwoqcotQ nichtlineare Partielle DGL in s + 1 Variablen

P = %mwoq2 sin12 Q
e es gibt also s + 1 Integrationskonstanten
_ [2P
® 0%\ SN e Falls S Losung, ist auch S + ¢ Losung = also nur
p = +/2Pmuwqcos @ noch s “interessante” Integrationskonstanten
* H=wP S(q1y.-,qs,tlan, ..., as)
e P(t) =Py = const
Q wo = Q (t) = wot + Qo e Identifiziere jetzt P, = o
98 _ .
oq(t)zw/%sin(wothQo) ® 9q; ~Pi
p(t) = v2Bymwo cos (wot + Qo) Loésungsverfahren
2.2 Hamilton Jakobi-Theorie 1. Formuliere H (g, p,t) mit p; = g;
2.2.1 Allgemein o Aufstellen der HJD:
oS (')S aS
Suche F', so dass Problem einfach wird. Hiq,. .. ¢, 3_(]1’ S 8q + T 0
1. Wihle Transformation so, das in (Q, P) Problem 2. Losung der HJD, woraus man
bekannt ist H (Q, P) z.B. harmonischer Oszillator S(q1,...,qs,tlag,...,as) erhélt
2. Wahle Transformation so, das alle Koordinaten o P =qy
aH
zyklisch und =0 e evtl. iiber Separationsansatz
(a) P;=qa; =const firi=1,...,s e 5" =S+ cist ebenfalls eine Losung. Dieses ¢

(b) T (01, 0) bei den Konstanten ignorieren!

(¢) Qi = % =w; = const = Q; (t) = wit +p; 3. Wir wissen S (q1,...,¢s tlar,...,as) = (g, t|a)
mit 3; = const
e Bestimmen von g iiber:

Q; = 05(q,tle) _

3. Wihle Transformation so, das @); = (; = const Do = (; = const

UND P = a; = const fiiri =1,...,s e daraus wiederrum ist ¢; = ¢; (t|Sc) bestimm-

(a) dies ist die allgemeinste Methode bar

(b) H=H + %—? =0 4. Bestimmung der p;:



2.4 Hamiltonische charakteristische Funktion

e Auflésen von

S (g, t|a
pi = % = pi (¢, t|a) = p; (t|Bev)
di
5. Anfangsbedingungen:
¢ = q(t=t)
pEO) = pi(t=to)

e Freistellen nach:
o=« (th q(O),p(O))

B=p8 (th q(o)ap(o))
e Problem gelost!

Physikalische Bedeutung von S (¢, P, 1)

e (g, p) (Q, P) = const entspricht Abbildung auf
einen Pkt. im Phasenraum
a5 _
o 5= —-H
ds _
[ ] qar = L

e S=[diL+¢c
unbestimmtes Integral der Lagrange-Fkt. = for-
male Integrationsform, in der Praxis jedoch nicht
verwendbar! Dieses S wird hier minimiert <
Grundlage der ganzen Hamilton-Theorie (da ha-
ben wir mal angfangen)

2.4 Hamiltonische charakteristische
Funktion
2.4.1 Lo&sungsverfahren
o falls OH iH
s =0= i =0

gilt = H = FE Konstante der Bewegung

e Herleitung tiber Separationsansatz:

— H(ql,...,qs,g(fl ..,aqs) + 6t 5 —

— S(q,Pt)=W (q,P)—E -t

— W Harmonische charakteristische Funktion
— E =441 = const

— dies nur zur Herleitung, folgende def. davon
abweichend!!

1. Auftellen der HJD
oW
H(qla"'aq&a_qla"'
Losen nach W (g, «)

? 0gs

e fiir zyklische Variablen wéhle identische
Transformation und Seperationsansatz
W =Wi + qiq;

2. o = (ag,...,qas) mit p; = a; nach Losung von

HID W (q, @)

3. pi =G — pi=pi(q,)
4. E=E(a) =>w =$Z

e Wihle F () so, dass man freies Problem be-

kommt. Z.B. durch

(a) E(a) =), 5 1bZWH >

nation aller Krafte)
(b) E(a) =
gfl —wl—la—E_:wizoﬁiri>1

a—E = w; = 0;1 — Q1 =t + (1, andere
Koordlnaten Q;, =0

e (J; sind bestimmt:

(elimi—

_ _ 0W(q,a)
Qi =w; (a) - t+ B = =5~
e Auflésen nach:
qi = qi (Oé,ﬂ,t)
Pi = Di (O[,ﬂ,t)
5. q§0) =q; (t =to), pl('o) =pi (t=to)

o Auflésen I&&Ch:o
N FOME

B=p (qfo),pgo))

e Daraus dann:

ai (t)
pi (1)
e physikalische Interpreation von W
W = Zi f dg;p;
S=W-H

e S =Wirkung wird minimiert = H = const = W
minimiert

2.4.2 Seperation der Variablen

e Falls q1 f (q17 g—ﬁ) nicht von weiteren ¢; und g_Q
abhéngt und

ow ow ow
H<q25"'7QS78—5"'5 7f<Q17 >>
q2 oq

e (1 absorbiert

W(QaP):W(q27---aQSaP)+W1 (qlaP)

oH(qQ,...,qs,gTVZ,... Hl):E
_ oWy
Hl - f ((Zl; dq1

e Wenn alle g; seperabel sind:
Losungen: H; = f (qi, %,a) =q;

) Bgs

) = c¢1 = const

H=(H,,...,Hs,0)=FE

e H ist z.B. seperabel fiir
¢1 nicht zyklisch
q; mit ¢ > 1 zyklisch

- W=Wi(q)+> 4P
— q; P; ist die Identitat auf fiir die i-ten Koor-
dinaten
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2.5 Wirkungs- und Winkelvariable

2.5.1 Poisson-Klammern

Zweck Konstanten der Bewegung und Bewegungsglei-
chungen kompakt darstellen (formaler Ubergang
zur QM einfach)

Observable ist f (¢, p,t) mit (¢,p) € ' (Phasenraum-
punkt)

zeitliche Anderung % =

of
ot

of OH of OH
2 (6%' dpi  Opi 3%‘) +
Poisson-Klammern fiir f (¢,p,t) und g (¢, p,t)

(20 050

nach den angegebenen Indizes differenzieren

{9, f}q,p == {f’g}qm

e {f,f}=0
) a_ of
% 7{f5H}q,p+a
° Qi:{qiaH} ,
pi = {paH}qq,pp

fundamentale Poisson-Klamern

{4,9},,=0

{pispst,, =0

{ai,pst,, = i
e wenn diese Eigenschaften gelten sind die g;, p; ein

satz unabhéngiger Variablen

Koordinatenunabhingigkeit falls (¢, p) und (Q, P)
beide geniigen der Hamiltonischen Bewegungsglei-
chung, (¢,p) — (Q, P) kanonisch

H(q,p) =
q g

dann gilt

o

Q1.Qu),, =
{Pi’ Pj} =
{Qi, B},

S O

ij

Weiter ist der Wert der poissonklammer unabhéingig
von der Wahl der Koordinaten im Phasenraum.

{Fa G}q7p = {Fa G}Q,P

2 HAMILTON JAKOBI THEORIE

e d.h. wir konnen die Koordinatenindizies weglas-
sen!

Formale Eigenschaften der Poissson-Klammern

(¢, c1, co sind Konstanten)

Antisymmetrie {f g} = —{g, f}
Bi-Linearitit {cifi + ca2f2,9} =
C2 {f27 g}

e rechts ebenfalls linear

C1 {flag} +

Nullelement {c, f} =0

Produktregel {f,g-h} =g{f,h} +{f, g} h
Jakobi-Identitat {f,{g,h}} + {g,{h,f}} +
{n,{f,g}} =0

2.5.2 Integrale der Bewegung

Integral der Bewegung ist ein anderer Begriff fiir
Erhaltungsgrofien. Eine Grofle die entlang der
Bahnkurve eines freien Teilchens erhalten ist.

Observable F (q, P,t) sei eine mech. Observable

o L —{FH}+% -0s{H F}=9

° % = 0 = F Konstante der Bewegung
o XL —0= %L ={HF}
[ ]

dH  OH

. ot

Poissonscher Satz Die Poisson-Klammer zweier In-
tegrale der Bewegung ist wieder ein Integral der

Beweung.
af dg d B
i~y T e =0

2.5.3 Periodizitit

periodisch ¢ (t), p(t)

Libration falls

t+ ’r) = q (t)
t+ ’r) = p (t)
Rotation falls
qt+7) = q(t)
pt+7) = p()+q

e starrer Rotor ¢ = ¢ qo = 27

e Es konnen in physikalischen Systemen beide Arten
auftreten

System ein System in I' (¢, s) mit 2s Dimesionen ist
periodisch, falls Projektion auf jede Ebene(q;, p;)
periodisch ist. Die einzelnen Perioden seien 7;.
Falls V; ; : :—; € Q = geschlossene Bahn im 2s-
dim. Phasenraum, andernfalls bedingt periodisch.



2.5.4 Wirkungs- und Winkelvariable

Ziel Periodenfrequenzen des Systems bestimmen

Vorgehen Zuerst normal Losen iiber W danach E, W

mit J; ausdriicken und Ableiten = Frequenzen

Es soll gelten:

OH _ dH _
W_dt_o

= W = W (g, P) reicht zur Transformation
= P=(P,...,Ps) = (a1,...,05) = const
System vollstindig seperabel

:W:ZiW'(Qia )

=P = aa?i/ = ‘QZZ = pi (¢, )

bl

(¢p) = (@, P)
Pi:ai

const < S(q, Pt
Qi{ (¢, P,t)

=
=

zyklisch < W (q, P)
— im zyklischen Fall H = H (P)
P, = a; — kann auch P; = P; (aq, ..., a) sein!

— Wirkungsvariable J; = § dg;p;
— minimale oder kleinste Wirkung
A=Y, [®dgp = S+ [ dtH
— seperables System
pi=2 = J; = §dg; P20 = ()
— J; gibt zuwachs W an, wenn ¢; einen “Um-
lauf” macht
— J;, > P, =
x a; =a; (Ji,...,Js)
* W=Wq.. e Ji,. o0 Js)
* H=H=a,(J) = ( )

Spezialfall ¢; zyklisch p; = const

® gio =27
e J; = 2mp; falls ¢; zyklisch
P =J< Q; =w; “Winkelvariablen”

_ oW _ oW
HQi*a_pi*)Wifa_Ji

- Q=3 i =2H()=v())

—w=vi(J) t+ 5

Wie éndert sich w; wenn sich ¢; um einen Umlauf
dndert
Aiwj = fidwj = (Sij

7; Periode von ¢;
Aiwi =V T; = V; (J) ==

v; = Frequenz

falls 7; bekannt — w;, J; = ¢; (£),q; (1)

Frequenz des Gesamtsystems ist kleinste gemein-
same Vielfache von einzelnen Frequenzen

Entartung Bewegung im 2s-dim I periodisch, falls je-

3

3.1

Ziel

de der s-Projektionen auf eine (g;, p;)-Ebene peri-
odisch ist. Die Frequenz

1
Vi = —
Ti
ist im Prinzip fiir alle i verschieden.
Phasenbahn T" ist abgeschlossen (einfach Peri-
odisch) falls = rational ist fiir alle 4, j

bedingt periodisch wird sie im anderen Fall ge-
nannt. = Phasenbahn nicht geschlossen

Frequenzverhéltnis ldss sich im abgeschlosse-
nen Fall angeben

Zyz W _

e [=1,...,5—1

° nl(.l) €L

e jeweils nicht alle nl(.l) = 0 fiir ein {

e 0.B.d.A. (umsortieren der Unabhingigen
D=0 fiiriem+1,s

die Vektoren n()
unabhéngig sein

nach hinten) n

miissen zueinander linear

m-Fache Entartung haben wir, falls es nur m <
s — 1 solcher Zahlensétze nl(.l) gibt

e vollstdndige Entartung falls m = s — 1

e Suche ein Fy so, daBB H nur noch von s —m

J; abhéngt.
F2 (w,j) = Z anl)wiji + Z U.Jljl
1=1 i=1 l=m+1
® W = g—% =
Py 1n§l)w] firl=1,...,m
wy firl=m+1,...,s
o U = w;l =

] 1n(l)l/] 0 firl=1,...,m
firl=m+1,...,s

° W s —m Stiick

Elektrodynamik

Elektrodynamik der Dielektrika

p(F) = B (7)
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Anforderungen an Materie

1. Gesamtladung der Materie = 0
2. es flieBt kein Strom
3. anders als bei Metallen — E-Feld # 0 innerhalb

4. Materie ist “polarisierbar”
Polarisationsladungsdichte ¢, = —VP (7

e Gesamtladungsdichte oy = 0 + op
e P (7) lokales Dipolmoment / Polarisation

o $, dFP (i) =—Qp =0
Flachenladungsdichte o, = iP

e 77 Normalenvektor auf dem Volumen

—

Dielektrische Verschiebung D (7) = ¢&oE (7) +

(7

e D wird von den iiberschussladungen g erzeugt und
ist damit unabhéngig vom Material, wihrend F =

% (5 — ﬁ) iiber P vom Material abhéngt.

e D ist nur Hilfsgrofle, E ist die eigentliche physika-
lische Grofle

Maxwell Gleichung der Elektrostatik mit Dielektri-
kum

(M) = o)

v
xE({) = 0

T o

v

3.1.1 Klassifikation von verschiedenen Polari-
sationsformen

Deformationspolarisation es gibt keine elementa-
ren Dipole im Material ohne dufleres Feld. Das Di-
polmoment wird beim Anlegen des dufleren Feldes
durch Verschieben der im Atom oder Molekiihl ge-
bundenen Ladungen erzeugt (Deformation der La-
dungsverteilung).

Paraelektrika Es gibt molekulare Dipole (“Elemen-
tardipole”) wie zB. Wasser. Diese richten sich
durch das externe Feld bis zu einem gewissen Grad
aus. Die braunsche Molekularbewegung wirkt ge-
gen die Orientierung. D.h. die Polarisierung ist
temperaturabhingig. Ohne Externes Feld ist die
Polarisation 0

Ferroelektrika Stoffe mit molekularen Dipolen, die
sich unterhalb einer kritischen Temperatur 7,
(Curie-Temperatur) spontan, d.h. ohne &ufleres
Feld ausrichten.

3 ELEKTRODYNAMIK

e Im Allgemeinen sind die dufieren Felder klein ge-
gen die molekularen bzw. atomaren Felder.

linear Response fiir nicht zu starke Felder

P=aE

e « ist eine Matrix fiir anisotropes Dielektrikum

e « ist ein Skalar fiir isotropes Dielektrikum

elektrische Suszeptibilitit P= X'EOE

—

° ﬁzsoﬁ+ﬁ:€50E
Dielektrizitédtstensor ¢ =1+ yg

e isotrope Dielektrika gibt es auch
e=1+xE

Konvention im Folgenden Es wird soweit nicht an-
ders angegeben von einem isotropen linearen Me-
dium ausgeganden.

3.1.2 Plattenkondensator
Kapazitiat C' = £
Plattenkondensator C = EoErg =¢e,.Ch

Kondensatoroberfliche F

e D betrag der dielektrischen Verschiebung

3.1.3 Randwertprobleme

e Maxwellgleichungen haben selbe Struktur = selbe
Losungsansitze (Poisson-Gl.)

Ap = — °
Er€o

Grenzschichten haben folgendes Stetigkeitsverhal-
ten

g = fi<132 —-131)

(t'x ) (Eg - El)

I
o

e ¢ Ladungsdichte auf der Grenzschicht

e Stetigkeit in Komponenten

By = FEy
Du _ Du
Q) )



3.2 Magnetostatik in Materie

e bei ungeladene Grenzschicht o = 0 zusétzlich:

Dln
57(~1)E1n =

D2n
552)E2n

e Durch Einbringen von Spiegelladungen lassen sich
Felddeformationen durch Grenzschichten beriick-
sichtigen. Deren Ort ist gespiegel, allerdings ha-
ben sie einen zur Stetigkeitsbedingung passenden
Wert.

3.1.4 Elektrostatische Energie

Punktladungen im Vakuum an den Orten
(7, ...,7n) mit Ladungen (¢1,...,qn)
_ %9
Woes Uzl 8meg |7 — 75

i£]

Kontinuierliche Ladungsverteilung o (F)

87T€0 |_' 7_’7|

- 5/dw() @
~ 2 [ brwe
oy

Energiedichte w = %

W =

B

° W:fvd377w(77)

e Beim Uberpriifen mit einer diskreten Verteilung
gibt es

Sebstenergiedichte diese ist divergent fiir ho-
mogen geladene Kugel mit R — 0. Problem
fiir Elektron. Gelost in Qantenfeldtheorie

Wechselwirkungsanteil entspricht der Diskre-
ten energieformel
Feldenergie im Dielektrikum

1 o
W:§/d3rED

ED

o=

3.2 Magnetostatik in Materie
v (7,1)
72+ Vi=0

Stromdichte j (7) = o (7, 1) -

Kontlnultatsglelchung

e in der Statik nur ﬁj =0

11

Maxwell-Gleichungen sind

<
X
o o

= poj

Vektropotential B=VxA

e Umformulierung der homogenen Gleichung

AA() = —po] (7)
e Entwicklung A'(F) = Z_;ﬁiéf 4.

— kein Monopolterm

— m magnetisches Dipolmoment

— =g R x U= 5L 3, Ly
— L Bahndrehimpulse

3.2.1 Makroskopische Feldgréfien

Stromdichte fm = ff + jgeb + jmag

° ff Strome freier Ladungen
° fgeb Strome aufgrund Polarisation

° fmag stationére magnetische Dipole

Magnetisierungsstromdichte jmag

e — (0 ohne adufleres Feld
e = () mit dulerem Feld, émag #0

e stationir V ],(TQM = 0 fiir alle Teilchen 7

o iiii = [ [(7= Fi) X Jnag (7)]

V x (i f (7))
innerhalb V'
0 aufBlerhalb

e Ansatz: jmag (7) =

fi

Magnetisierung M = doimifi

Maxwell
. 1 - -
H = —B-M
o
6 X ﬁ jp
vV B 0

lineare isotrope Medien M= Xmﬁ

magnetische Suszeptibilitiat y,,

relative Permiabilitat u, = x,, +1

o B=yio(1+xm) H = prop H
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3.2.2 Einteilung der magn. Stoffe
Diamagnetismus x,, = const <0

e Induktionseffekt M I H

e magnetische Dipole werden induziert

e temperaturunabhingig

Schalen

e z.B. Atome mit

(£ =)

Paramagnetismus x,, > 0, X, = xm (T)

abgeschlossenen

e permanente magn. Dipole

e 7.B. Atome mit nicht abgeschlossenen Schalen
(Zaee #0)

e Sittigungsmagnetismus: ... bis alle Dipole ausge-
richtet sind

C «

e hohe Temperaturen: x,, (T') = % “Curie-Gesetz”

Kollektiver Magnetismus x,, = xm (T, H) kein li-
nearer Zusammenhang M #* xmH

e permanente magn. Dipole — richten sich spontan
aus fir T < T,

Ferromagnetismus Y,, sehr gro3 + Hyterese
— Weify’schen Bezirke die sich mit Steigendem
H ausrichten
— Remanenz + Koizitivfeldstirke

Ferrimagnetismus zwei ferromagnetische Un-
tergitter A, B

— A, B sind antiparallel aber unterschiedlich
grof3

— M =Ma+ Mp+#0
Antiferromagnetismus ist Spezialfal des Fer-

rimagnetismus mit My = —Mp

M = a4 =0
— kritische Temperatur: T, =
Temperatur”

Tn “Neel-
3.3 Feldverhalten an Grenzflichen

e Es werden Randbedingungen an Bund H gestellt.

Stetigkeit an Grenzflichen mit unterschiedlichem
1) (2

Hr "5y
7 (EQ - El) = 0
Bln = BQn
Hlnﬂg) = HQm.ng)
(% i) (ﬁg—ﬁl) = jpt

3 ELEKTRODYNAMIK

° fp Fléchenstromdichte. Wenn = 0 gilt weiter;

Hoy

n -

Hyy
Bol (2)

Blt,u’r
3.4 Randwertprobleme

e i.A. Losungen mit Hilfe des Vektorpotentials A
Eichtransformation A’ = 4 + ﬁx

e Y irgendein Skalarfeld

—

e B'=VxA=VxA=58
Coulomb-Eichung VA=0

AA = —,UOMJ

e jede Koordinate entspricht Poisson-Gleichung
Spezialfall j=0=V x H=0

o H= fﬁcpm mit ¢y, skalares magn. Potential
e lineares isotropes Medium

B = *Hoﬂrﬁpm
e zusammen mit VB =0 — Laplace-Gleichung

Apy, =0

e mit M (7) #0in V

Ap, = VM

= Om

e 0, = VM effektive magnetische Ladungsdichte

e fiir r > 7’ (Radius von V =Ausdehnung der Ma-
gnetisierung)

o - 1 MiotT
m~ T a
47 3

— Mot = | d3r M (7) magnetische Moment
— Fernfeld = Dipolfeld

3.5 Vollstindige Maxwell Gleichungen

Vollstandige Maxwell Gleichungen

o
Il

V x

s
X qt+ <
L O
|
S O O

<
+
S



3.6 Energie & Impulssatz in der Elektrodynamik

Kontinuititsgleichung

do
o tVi=0

Felder in Medien empirische Ndherung

ereol

e

prpo H
oF

)

Potentiale diese 16sen die beiden homogenen Max-
wellgleichungen automatisch

B = Vx4
E = —Vo-4A
Potential-DGL’s sind umgeformte inhomogene
Maxwell Gleichungen
=7 00
A —VA = ——
d) + ot €o
i fa 1 . -
DA-¥ ((VA) + C—Qqs) = —poj
D’Alembert-Operator ist definiert als
1 62
O=A-—=—
c2 ot?

Eichfreiheit bietet die Moglichkeit die Potentiale
zu verdndern, ohne da_§ sic_lr} die F_"elder_» dndern
(FEichtransformation): B = B’ und E = £’

A+ Vy
¢ —x

A’/
d)l

e Y ist beliebieges skalares Feld
e ' = x + cist Aquivalent
Helmholzt Satz die Stromdichte j = fL + fT lésst

sich in einen longitudinalen und einen tranversalen
Anteil aufspalten

- V(7,1
= f_v A3y 2L
JL 47 / |r—F’|
g r! XJ( 7t)
= d3’
JT v / |7,77:7|

Coulomb-Eichung bzw. transversal Eichung: wéhle

X so, das
VA = 0
dadurch gilt direkt
Ay = -2
€0
1 o (7,t)
— d3 / )
¢ dmeg /v " 7=

13

e  ist micht Lorenzinvariant!

e Wahl von x

VA

—a (7,t)
1
ar

a (', t)
E

7 — 7

d3/

Lorentzeichung wihle y so, das
- 1.
VA+ ¢ =0
c
dadurch gilt direkt
OA —poj
Op = -2

e Wahl von x

a(7,t)
Ox = —a(Pt)

vollstdndige Entkopplung von A und 10)

X ist lorenztinvariant / in jedem Inertialsystem
gleich.

X ist nicht eindeutig bestimmt:
OA(Ft) = 0

X' X+A

3.6 Energie & Impulssatz in der Elek-
trodynamik

Energiesatz

e Gegeben sei E (7,t) und B (7,¢) und ein Teilchem
mit der Ladung ¢ in diesen Feldern mit ¥ bewegt

. ﬁ:q(ﬁ+ax1§)

dWmech o —
Zomech _ 4E
dt !

Kraftdichte f (7,
t)

t)
o(7t) [E (70 + 5 (7, t) x B (7.1)]

—elekt
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—

Pointingvektor S (7,t) = E (7,t) x H (7,t)

AW Straklung N

at = fav dfs
deeld . 3 aw
dat fv d°r 5y

e Achtung, i.A. ist das zeitliche Mittel verlangt —
steht hier nicht direkt!

Energiestromdichte ‘S" ‘

e in Richtung

Energiedichte w (7,t) =

e Achtung, i.A. ist das zeitliche Mittel verlangt —
steht hier nicht direkt!

Koninuititsgleichung Energie

ow = 27

—+ VS + JE =0
ot N~~~ ~—~

~~~" Strahlung mechanisch
Feld

e Pointingsches Theorem

e entspricht Energieerhaltung
Feldimpuls p*¢ = [, dB3rD x B
« Foj

Maxwellscher Spannungstensor 7T’

=2 =12
Tij=¢re0 Bi Byt i BB~ 3855 (ereo | B+ 345 | B])

o T, = (Ty1, Tia, Ti3)

d )
sz_ _ % (ﬁ‘}mech +p€eld)i

_ / BT
\%

~ | arf
ov

o Impulsfluss d fT; durch die Oberfléche d f;

o I gesamte auf das System in V' wirkende Kraft

o e ist der zusitzliche mechanische Impuls (hier

im meistens = 0)

3 ELEKTRODYNAMIK

3.7 Elektromagnetische Wellen
homogenes Medium sei gegeben, und damit

MT,UOE’
= g50F

wllvell

Annahme o (7,t) = j (7,1) = 0

Wellengleichung folgen aus den mit den Annahmen
modifizierten Maxwellgleichungen

OE = 0

OB = 0
Geschwindigkeit u = — E(lm ===
Lichtgeschwindigkeit ¢ = _8[1)%

1

Brechungsindex n = ——
g VErHr

Losungsweg U (7, t) sei eine der Komponenten von E
oder B

e DGL
Ow (7,¢t) =0

e Losungsansatz

W (7)) = f_ (Eff wt) + fr (EFJr wt)
e Phase:

pr =krt+wt

0B.dA . w>0
e DGL mit Ansatz fi:

AU (Fyt) = K207 LW (7 1) = w2 0"
e Losung mit beliebigen fi mit

w = uk

e Physikalische Interpretation

— Betrachte Flidchen mit gleichem fy bzw f_
Wert = = g = const

— diese wandern mit ¢ senkrecht zu k

ik Yo w
S
Ek Tk

=
— f_ bewegt sich in k Richtung
f+ bewegt sich in —k Richtung

dry| w

Phasengeschwindigkeit — =% =u

Wellenvektor k
e auch Ausbreitungsvektor genannt

Allgemeine Losung ist eine Uberlagerung (da Glei-
chungen linear) von

f— (th) =
f+(rt) =
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e bei festen ¢t sind Ebenen konstanter Phase dquidi- zirkular 6 = +7 und |Eo,| = [Eoy| = E
stant

coS (Eff wt + <p)

. _or — .
Wellenlénge A\ = 3¢ E=F| +gn (kF— wi & <p)
0
o 7= 2%
w
oy —1 — 0 = +7 ist rechtszirkular (gegen den Uhrzei-
T gersinn)
cu=%¢ === % — 0 = — 7 ist linkszirkular (mit dem Uhrzeiger-

sinn)

Felder ergeben sich entsprechend zu
Elliptisch 6 = &7 und |Eo,| # |Eoy|

E (7 t) = Eoei(EF_wt) )
B (Ft) = B’Oei(fértwt) B | Eoz| cos (ki — wt + <p)
E= F |Eoyl sin (kF—thrga)
e fi = 0 da nur Propabation in eine Richtung be- 0
trachtet wird.
2 2
.. E, By -1
e mit Uberlagerungen von w € (—oo,00) wird fy - (lEOml) + (\EOyI) -

dadurch wieder aufgenommen (negative w).
Allgemein handelt es sich um eine Ellipse, die

e Diese Wellen werden auch als ebene Wellen be- in der z,y Ebene um einen gewissen Winkel
zeichnet, da Thre Wellenfronten parallele Ebnen verkippt ist
senkrecht zu k bilden.

o i x _'0 =w éo Wellenpakete sind die allgemeinsten Losungen, also
oL . eine Uberlagerungen von den vorherigen Lésungen

o kX BO = 7% 0

o FEy =0 Fi(z,t):/_Oodka(k)fi(kz:twt)

[ ] EEO = 0

e a (k) ist die Gewichtungsfunktion

e ist Physikalisch relevant, da Welle meist mit iiber

° EO, Eo, k bilden in dieser Reihenfolge ein Rechst- ein ganzes “Frequenzband” verteilt st

system e Es gilt meist &, = ¢, (w)

e um Phasenverschiebungen zu realisiernen:

E_‘,()’ By e C3 dispersives Medium w = uk = w = w (k)

Gruppengeschwindigkeit v, = ‘3—‘;|k:k0 ist

Teil der Taylorentwicklung von w (k)

e Physikalische B , E Felder sind Realteile dieser Fel-

der!!
dw
L - o w (k) =wo+ (k—ko) —— +...
Polarisation O.b.d.A k = k&, damit gilt: dk |}—,
E(#t) = (Fouls+ Eoy€y) ei(Fr=wt) — la.u# v,
. 1 e
B (7 — —(—FEn¢E En.¢ z(kr—wt)
(7%) u (=Eoy€ + Eou€y) e Wellenpaket ist Niherungslosung mit Abbruch der
Entwicklung von w (k) nach ersten Glied
e Betrachte nur £ Feld, B analo .
8 Hy (2,t) = eForo [, (2 4 v,t)
e Durch Realteilbildung und umschreiben . o0 .
Hy(ztvgt) = / dqb (ko + q) ela(zEvgt)
E, = |Eog|cos (Ef'f wt + <p) o
E, = |Eyy|cos (EF —wt+p+ 5) e H_ ist die Einhiillende des Wellenpaketes, das sich

mit v, vorwérts bewegt
linear § =n-7mmitn € Z

Kugelwellen sind Losungen in der Basis der Kugel-

E = Ejcos (k:f’f wt + <P) koordinaten
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e [ lasst sich in den Kugelkoordinaten als Summe
schreiben

° Losung

U, = z(kriwt)

gleiche Wellenl'a'unge wie ebene Wellen

e Es gibt mit £+ wieder ein und auslaufende Wellen

3.7.1 Allgemeine Lésung der Wellengleichung
Fourier-Transformation allgemein in einer Dimen-
sion

7zk:n

m/ do f (@

- r e-l—ikm
T /_ W)

e In n Dimensionen muss diese Transformation fiir
jede Komponente des Vektors durchgefiithrt wer-
den

o §(x) =5

2m

0 dkezkz

dreidimensional fiir Wellen

U (7, t)
b (/z;, w)

Gegeben sind

ﬁ a3k S22 dw \i/(l_c‘,w)ei(kﬁf“’t)

=z Al dt W (7 1)~ (Fr=wt)

nl
~
Il
o O

v = U
W@ = W

e bzw. entsprechend Vektor E , B

Nl

Ansatz mit Fourier-Transformation

Ov (7t) = 0

liefert den Ansatz

\il(lz,w) =ay (E)é(ijuk)qLa, (E)é(w—uk)

L 1 -
a+ (k) =1 /dgrefkr

(%)% 00 )

und damit durch Riicktransformation und einset-

zen das resultierende Feld

v = dr [ a3 e

3 ELEKTRODYNAMIK

e Integraldarstellung von OW (7, ¢) = 0 mit Randbe-
dingungen von oben

Abkiirzung
D (7,t) — g J dPhd P (et ikt
= b S (e ik )
- 4731” 6 (r +ut) — 6 (r — ut)]
L [oGr—ut) >0
= dnur =06 (r + ut) z<8

3.7.2 Energietransport in Wellen

Rechenregeln zur Realteilmittelung von komplexen

Funktionen
o (7 t) = ag(7)e ™t
o b(7\t) = by (F) e~

° Mmtelung
Aty =1L [T A@)dt

Byei(Fr—wt)

B’Oei(gf—wt)
Energiedichte w (7, t) =

R | HoB; + E\Dj
N——

N

magnetisch  elektrisch

Pointingvektor E(F, t)=1R (EO X ﬁg)

Spezialfall mit ., u, € R

—— 1
w(rt) = 5505T|E0|2
1
= 3 | Bo|®
Hofr
= 1
Sy = 3 ;ZOO ol ek
T

= uﬁ (77, t) 5]4:

EalEad]



3.8 Reflexion und Brechung elektromagnetischer Wellen am Isolator

3.7.3 Wellenausbreitung in elektrischen Lei-
tern

Leiterstrom ist zu beriicksichtigen (Ohmsches Ge-
setz)

-

7 oFE
Satz o(F,t=0)=0=Vt:0(7,t) =0

Telegraphengleichung ist resultierende aus Max-
wellgleichungen

1 9? AN
(AE@HOMTU&)E(TJ) =0

I
o

1 02 2\ 5 ,.
<Aﬁwﬂoﬂrga)B(T,t)

komplexe Dielektrizitidtskonstante z,. = ¢, Jrig%

. 1. N
kompléxe Geschwindigkeit 1 = e oss

(&

Virer
Losung der Telegraphengleichung

E (7t Fpet(Fr=ot)
= FEpe &~ exp | iw (Ez — t)
c
——
tret
mit = W
k= —¢

Extinktionskoeffizient v sorgt fiir

e cinen kontinuierlichen Abfall der Amplitude im
Medium

e Phasenverschiebung zwischen Bund E
Brechungsindex /g,.u, =n + iy

e mit n,vy € R

e Wie gehabt
n = /-ptr €ER

2
—=2 n a
® - 2 1+ 1+(€0€7«UJ) ]
2 2 2
7= —1+4/1+ (auaTw)

e Im Grenzwert o — 0 gilt:

n=n

7=0
Eindringtiefe § = -~ = 2o
yw Ty

17

e Strecke, nach der die Amplitude auf % abgesunken
ist

e )y Wellenlénge im Vakuum

Wellenzahl & ist komplex mit & = ko + ik,

3l

.k():
ky =

al€nle

2

° E_"(F, t) — Eoe—klzei(koz—wt)

Phasengeschwindigkeit u, = k% =

3o
A

Slo

Py N _ 27w n
Wellenlénge A\ = - = A2 < A

o =
e )\ Wellenléinge im Isolator
Phasenlage von Bund E

é:

o v = arctan(%) ist die Phasenverschiebung zwi-

schen B und E

Energiestromdichte (zeitgemittelt)

_ E,l?
QIU/OMTU/;)

= Upm (F) gﬁo X EU

I, PVRT N
Te ZeEo X §0
zeitgemittelte Energiedichte ist gegeben durch

6727%7;

_ | Eol”
w (1) = EYNRY)
:U/OMTUP

3.8 Reflexion und Brechung elektroma-
gnetischer Wellen am Isolator
3.8.1 Feldverhalten an Grenzflichen

Normalkomponenten 7 =Normeleneinheitsvektor

ﬁ(ﬁg—ﬁl) -

oF
i(B:-Bi) = 0
e o ist die Flichenladungsdichte
Tangentialkomponenten
7 X (ﬁg—ﬁl) = ;F
7 X (Eg — él) =0

e jp ist die Flichenstromdichte
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3.8.2 Brechungs- und Reflexionsgesetz 3.8.3 Intensitit bei Reflexion und Brechung

Randbedingung sind Fall 1 E; LEinfallsebene polarisiert

o Ligo = Eo1 + Ep1r

® O = 0
° Eo2 _ 2nq cos Vg
- - Eov), (01485 /nE—nZsinZ 0
° 'F =0 M1 COS 1+u$2) ns—mny sin® 9,
; ny cos Y —ﬁ n2—n?sin? ¥
e cs handelt sich um ebene Wellen . (Emr) om TV !
E - (1)
oL/L ni cosﬂlJr“{Q)\/ngfnf sin? 9,

Ho

Einfallende Welle
Fall 2 E}|| Einfallsebene polarisiert

El — E’Olei(]zl??*wlt)
él — i (El « E_v'l) e Fyocostdy = (EOI — EOlr) cos 1
w1

2n1ng cos V1

1 - ° (—goz) = —m
= (ekl X El) o “(2) n3 cos ¥91+n14/n3—n?sin? 9,
b

Uy Iz

(1)
5 %ngcosﬁlfn“/ngfnfsinzﬁl
° ( 017‘) _ uy
Il

= 4 (k1,7 E €)
o h=4« (kl’ 7’L) ot Z&) n3 cos¥1+n14/n3—n?sin? 9y

Reflektiert wird 3.8.4 Fresnel’sche Formeln
B, = E_'Olrei(glﬁ_“”t) Bedingung ist
_ 1 /- o 1 — )
B, = (kl'r X Elr) fr =
Wir was in guter Niherung fiir fast alle Materialien
1 /. . I
_ (eklr % Elr) erfiillt ist.
Uty
o [ Lo __ 2sindscosdy
Eor )| = sin(01102)
o ki, liegt in (/%,ﬁ)—Ebene Eoi ) sin(9a—91)
d FEo1 n T sin(91492)
=9 =L (k.. 7 E _ 25in 9 cos ¥
e ¥y, =01 =4 (klr,n) ° (E—ET)H = Sin(ﬂl-sing)zcic;S(ﬂll—ﬂg)
Fo1, . tan(ﬁgfﬂl)
o ki =k =% ugl)sgl) ° <EU011 )II = tan(91+02)
e Keine Brechung bei 3

Transmittiert wird
° (Q) < 0 = Phasensprung um
1

N N O Eo1
E2 — EOQ@Z(]CZI T—w2t)
Eg _ i (EQ % Eg) ° (%}T) | > 0 fiir 91 + 92 < m = Phasensprung um
7 m fir ¥y 4y > T
- Us (ek2 x EQ) e Brewster- Winkel
tan 193 = %

Reflektierte Welle ist linear (L) polarisiert!!
o ko liegt in (kl,ﬁ)—Ebene

3.8.5 Senkrechter Fall
oy = /,u(2)5(2)
¢ o e Einfallsebene nicht definiert

91 =92=0

o [ Eo2 — [ Eoz — _2m
Eo1 ) | Eo1 I ni+nz
Snellius’sches-Brechungsgesetz 1YL — ke

" sin 92 k1 o [ Euir — _ ( Boir _ ni—ng
na FEo1 1 Eo2 H ni+nsz
ni




3.9 FErzeugung elektromagnetischer Wellen

3.8.6 Energietransport

e 2
Reflexionskoeffizient R = |22 | = ‘%
Slﬁ 01
Transmissionskoeffizient T = a1 =
Sii
2
85‘2)H$ﬂl) COS ’192 E02
8(Tl)‘u(f) cos¥y | Eo1

e R+T=1

3.8.7 Totalreflexion

Bedingung n; > ny

Grenzwinkel sindg = 22

niy
Eo1r _ —i2¢p
[ ) —_ =
( For )n ‘
1 V/sin2 91 —sin? 9¢
sin2 dg cos V1
o [ Eur — 12V
Eor ) |

tan U — v/ sin? 91 —sin? 9

cos 91

tanp =

e Phasenverschiebung - i.A. ¢ # ¥
e im Medium 2 exponentielle Dampfung

i 2
costy =1 (M) -1

sin ¥g

Soii =0

3.9 Erzeugung elektromagnetischer

Wellen

3.9.1 Inhomogene Wellengleichung

Ziel ist fiir gegebene

3

SR
i
~+ ~+
=

passende Potentiale
¢ (7t)
A1)
zu finden

Lorentzeichung formt uns die zu Losenden inhomo-
genen DGL um in

ot
() = ~2n0

E0Er
[]fI(ii t) = __/LT/LOj’(ii t)

Problemstellung ist also 4mal eine Gleichung der

Form
Ov (7,t) = o (7, 1)

zu 16sen, wobei ¢ hier als Quellfunktion bezeichnet
wird.

19

Greensche Funktion
nen DGL

ist die Losung der Inhomoge-

—5(F=7)6(t—t)
[ [dt G(F—7 t—t")o (7 1)

e G (r—1",t—1t') beschreibt Ausbreitung einer Sto-

rung in (7,t¢') zur Zeit ¢ am Ort 7.

e Kausalitét fordert ¢ > t'. Dies fiithrt zur retadier-
ten Losung:

=]
Gpet (P t—t') =2 sl K <t —
N————

=
|77

u

mit der reterdierten Zeit t,o =t —

e Theoretisch gibt es noch zusétzlich eine nichtkau-
sale, die sogenannte avancierten Losung:

77|
G(‘)‘"a"(i‘ff’,tft’):ﬁ‘FEF,‘S t—t+ "

tavan

-
il

mit der anancierten Zeit tqpan =1+ —

e Allgemeine Losung ist Greensche Funktion plus
Losung der homogenen DGL wie in 3.7.1 auf Sei-
te 16 hergeleitet.

1 Q(F, tret)
) = d*r' === + hom. L
P (7t) 47T€0€T/ : |7 — 77| +hom. Lsg
-, _ Hopr 3 j(pvtret)
A (T,t) = ?/d T/W + hOHl. LSg

e Forminvariant zur E-statik und M-statik aber mit

tret!

e Lorentzeichung ist erfiillt!

3.9.2 Zeitlich oszillierende Quellen

Einfachheitshalber konnen wir hier Dank der Linea-
ritdt der Maxwellgleichungen anstatt

iwt

\/% [doas e
% o @e

nur

t 0w (F) e
J (_: t) = jw (F) et
betrachten und hinterher wieder aufintegrieren.

Gegeben sei eine Stromverteilung der Form

5’(7—,»7 tret) _ 5’(7—,») e—iwteif |F7F'|
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—

e A(7) héngt nur iiber k = £ von w ab

—

e A(F,t) oszilliert mit gleicher Frequenz wie Quelle

7 auBerhalb Quellenbereich (|r| > d)
E=i%e @V x V x A(F)

e E bestimmt durch A — © nicht notig!

e Losung i.A. nicht analytisch integrierbar

e ( ist die Ausdehnung der Stromverteilung

kleine Quellen d < r, \

A ~ g et ()
porr (1 k)€ [ 3057 1) (@ —7)

T

Elektrische Dipolstrahlung ist der erste Term

ikr
Moy € /dgr/j (F/)

4T r

A =

T eikr =
w—r -

= —3
4T r

e = [d®rp (7 t) ist das Dipolmoment der La-
dungsverteilung

e Die dazugehorigen Felder sind
Bi(7) = tgerur <t (1o ) @)

El (F) = 471'51[)57" EirkT [kz(é‘rxﬁ)xaﬁ

+1(L—ik) (38, (&7)—P)]

e 2.te Term = gg:
dropolstrahlung

Mag. Dipolstrahlun + el. Qua-

A, (7) = AP (7) + A2 (7)

Magnetische Dipolstrahlung ist

1
ikr) r
— Magnetisches Dipolmoment
ﬁ”l:%fdsr’ﬁxj(ﬁ)

— Die dazugehorigen Felder sind

A‘mD :.k,U/O,U/T 1
57 (7) 2—47r

BYP (i) = st
FL(L—ik) (38, (&) —m)]
E’%TLD (7_") = 7471'51[)57" %@(1iiér)(€’”xm)

— durch Vergleich mit el. Dipolstrahlung ge-
wonnen
— Strahlungsleistung pro Raumwinkel

AP 1 pAm? o2
T = Fomege, o sin Y

Elektrische Quadrupolstrahlung ist

kg (1= gl ) “1 T )

AL (7 =
— —uk2£(1— 1 )M

ikr 4

.(Q(ér)+€rfd3r/ r'2Q(F/))

3 ELEKTRODYNAMIK

— Elektrischer Quadrupolterm

1
e = 3 /d?’rlf’ (&) o(r")
= 5(Q@)+e [dr r?o())

o) = S5 @i (FdB Qi () 4] aP (7))

— Quadropoltensor
Q= Qi; (M) = o(7) (Brirj — r20;;)
- Q (gr) = Qé}

Strahlungszone r > d oder auch Fernzone genannt
ikr

A7)~ & Holtr /d3r/j’(f¥)e—ik€rf’

r 4

mit zusétzlich A > d gilt k7’ < 1 und damit das
endgiiltige Fernfeld

ikr
e R 0

e cs handelt sich hierbei um eine Kugelwelle mit
Winkelabhéngigen Koeffizienten

e Die zugehorigen Felder sind

ikr
Bi() = BEruk— (@ xp)
El (77) = Uu (él X é;«)
e Energiedichte
1 ]{?4 2
wy (F) = P sin?9

32m2epe, 12

mit ¥ = £ (&,,7)
5\ (7) = &um, (7)

e abgestrahlte Leistung pro Raumwinkel

% = 5 (e,
— ﬁk“;ﬂ sin? 9
e Gesamte Strahlungsleistung
P u 4,2

g =
127ege,

e Quadropol Felder
ikr
B ~ fiézl:ukger (axQ)
. k3 eikr .
B ~ —igr (& W) &)
(™) 1247r505T r er e

Nahzone mit k|7 — 7| < 1

e T _’at/
Aty =1 [y 20

was der Magnetostatik entspricht.



3.10 Kovariante Formulierung der Elektrodynamik

e Die zugehorigen Felder sind

o (2 oty ik -

Bl (7’) = ?uﬁ (er X [?)
S 1 3e.(ep)—p
Ev(r) 4drepe, 73

o £ entspricht einem elektrostatischem Dipolfeld!
e dominant Elektrischer Charakter

e Zeitabhingigkeit iiber Dipolmoment p.

3.10 Kovariante Formulierung der

Elektrodynamik

Inertialsysteme Bezugssysteme mit konstanter Re-
lativgeschwindikeit

Ortsvektor kovariant

:I:’u = (Ct7 x? y’ Z)

Norm von Kovarianten Vektoren a,a* ist erhalten bei
Lorentztransformation

Summenkonvention fiir 4-er Vektoren ist, das im-
mer iiber ein Paar von von Indizes summiert
wird, wobei einer unten, und einer oben stehen
muss. Beide Vektoren miissen dazu multipliziert
geschrieben sein. Summiert wird von 0 bis 3.

Metrischer Tensor bzw. der Indexverschiebungs-
operator ist
1 0 0 0
10 -1 0 0
Imw=1109 0 -1 0
o 0 0 -1

o gl = 9uv
® Jup = Guv
® g’ =1,

o gMx, =t

Einheitsmatrix fiir 4-er Vektoren

6Z:gua9au
1 0 0 O

o 1o o

o 00 1 0
0 0 0 1
dz*

Vierergeschwindigkeit u/ = 7

Eigenzeit 7

du* d?z

Minkowski-Kraft K# =

21

1 mit 3 = 2

\/1-532

Lorentztransformation mit der Matrize (hier exem-
plarisch in z Richtung mit v bewegt)

Lorenz-Gamma-Faktor ~ =

vy 00 —py
0 1 0 o0
Les=1 "9 01 o
—By 0 0 v
Viererableitung 9, = 6% = (%%,6) =

160 90 0 09
c Ot’) Oz’ Oy’ Oz

Stromdichte gt = (CQajmvjyajz) = Y00 (C, ﬁ) = pout

e o ist die Ladungsdichte
o j = U0o

Kontinuitétsgleichung 0, =0

Wellengleichung (0"0,,) A" = poj"

e 1o Permiabilitdtskonstante
e 00, =01

e Gilt nur in Lorentzeichung

Lorentzeichung J,A" =0

Feldstirketensor FHY = OFAY — OV AP

e Antisymmetrisch
FHy — _ prn

e Komponenten

1 C C C
po_ | B2 0 BB,

ig, B. 0  -B,

ip. -B, B, 0

o Fu b =2 (B - 5E?)

ist eine Lorentzinvariante
imhomogene Maxwellgleichung 0, F“® = 195"

Jakobi-Identitit 9“FPY + 98 e 4 gVFeP = (

4-dim Epsilontensor /"¢ =
+1 gerade Permutation von (0, 1,2,3)
—1 ungerade Permutation von (0, 1,2,3)

0 zwei Indizes gleich

Dualrer Feldstirketensor F'" = 1m0 Fyy

o F" = _F"
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e Komponenten

o

8

fadds

Ssjviio
<

¥

homogene Maxwellgleichung &lfaﬁ =0

Transformation der Felder erst fiir den Spezialfall

U = ve,

)

B, =

V(B
B

z

E, — (cBy)

v (
v (Ey + fcBy)
E

z

(5.+25,)

<
+
ol
&
~

e EB = E'B’ ist Lorentzinvariante

e allgemeiner Fall mit ¢ in beliebiger Richtung

E‘/

. L1
B = VF——(
C

I
)

=
_|_
o
ey
X

Sy

2

) =51 ()
,72

7% E)| - 57 ()
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Feldimpuls, 14 Kugelwellen, 15
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Fernzone, 20 Lagrange Funktion, 4
Ferrimagnetismus, 12 Libration, 8
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lineare Polarisation, 15
Lorentzeichung, 13, 21
Lorentztransformation, 21
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schwache Dampfung, 2
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Seperation der Variablen, 7
Snellius’sches-Brechungsgesetz, 18
Spannungstensor, 14
Strahlungszone, 20

Stromdichte, 11, 21

Summenkonvention, 21

Suszeptibilitat
elektrische, 10
magnetische, 11

Telegraphengleichung, 17
Totalreflexion, 19
Transmissionskoeffizient, 19

Vektropotential, 11
Verallgemeinerte Orthonormalitét, 3
Viererableitung, 21
Vierergeschwindigkeit, 21

Wechselwirkungsanteil, 11
Wellen, 14

Wellenausbreitung in elektrischen Leitern, 17

Wellengleichung, 14, 21
Wellenlénge, 15, 17
Wellenpakete, 15
Wellenvektor, 14
Wellenzahl, 17
Winkelvariable, 8
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Wirkungsvariable, 8
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