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R = Z/4Z

+ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
1̄ 1̄ 2̄ 3̄ 0̄
2̄ 2̄ 3̄ 0̄ 1̄
3̄ 3̄ 0̄ 1̄ 2̄

∗ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄

0̄ 0̄ 0̄ 0̄ 0̄
1̄ 0̄ 1̄ 2̄ 3̄
2̄ 0̄ 2̄ 0̄ 2̄
3̄ 0̄ 3̄ 2̄ 1̄

• ���J�.���+ : R → R : ā + b̄ 7→ (a + b) %4

• �����:� ∗ : R → R : ā ∗ b̄ 7→ (a ∗ b) %4

h"i8� ��y�z
(R = {0̄, 1̄, 2̄, 3̄} , +, ∗) l���q�����qPx��

�P�@�������X��� �p����� ���X����� �P¡¢���}£���¤`¥§¦ �
• (R, +)

���@¤X��¨§¥��©� � � � ���@ª§��«�� � �X�.��¦p� � £����0¬p­��J� � � � �P£�����® ���@� ¡¢��¤X¤ �
¯ ­��J��°"�±��¨|¤|�X��� � ¤ � ∗ ����� ¥§²±� � ���@ª�� � � �

a + (b + c) = (a + b) + c

∗ ¨ �@� ��¤ �§³}´ ­���µp¤X�J���@¥§¤
¯·¶ � �±�J¤ ¶ � �����±¤�� e ∈ R � �@¦��±¬����J�t£��������X� ���@� � g ∈ R � � � � �

e + g = g

∗ ¸2� £X�J� � � � �P£��@� 0

¯ ² �©¹ �0£���� g ∈ G
���@¤

h ∈ G
��º�� � ���@�����±»����J�

h + g = e

∗ ¸2� »X£��±¤X¤
�J¤ ¹ �±£X���t¼|� �§� ������º�� � ���J�±�j�����@¤X� 0

½



¯ £��@��°"����¨|¤2�p��� � ¤ � +
¨§¥���� � � � ���@ª¾� � � �

a + b = b + a

∗ ¸2� »X£ ��� £��J��°"�±��¨|¤|�X��� � ¤ ��� � � ��� �]��¿ ����������� ��³}´ � � �

• (R, ∗) ���@¤X��� �§� ¦ � � � �X�=��¦X� � £�����À�� �.��� ¤X� ³}´ �P¨§¥��©� � � � ���@ª � �±�J¤=Áw¬p­��J� � � � �t£��±�P® �§�J� ¡¢��¤X¤ �
¯ ­��J��°"�±��¨|¤|�X��� � ¤ � ∗ ����� ¥§²±� � ���@ª�� � � �

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c

∗ ®H�X� �§�J� ��°"����¨|¤|�X��� � ¤ � ��¤�£��@� ��¿ ����������� ��³}´c� �@¤p£ � � � �©£��J� � »A£ � £��@�¾°"����¨|¤|�X��� � ¤ �2� � � ��� ���¦=��¤X� ���@�@�P��¿ ���©������� ��³}´ � � �±¬
∗ ®H�X� �§�J� �¾°"�±��¨|¤|�X��� � ¤ � ��¤�£X�J�¾�±�J¤p� 0

��¤2� ´.��� ����¤ � � � �!£��@� � »A£ � £ �§� ��� � �±¦X¤X� ��� �@¤ ¹ �±£X���® �§�J� ² � 0
¡��J�}£

∗ ®H�X� ���@� �!°"����¨|¤2�p��� � ¤ � ��¤m£��@�©���@¤X� 1
�±¤2� ´p�§� ����¤ � � � ��£X�J� � »Z£ � £��J� � �±��® � ¨2��¥�� �§�p³}´ ¡¢� ��Â

� � �@����� ��¤`¡¢���}£���¤<¨ � ¤X¤
∗ ®H�X� �§�J� �Ã�X¦X��� � ��¤`°"����¨2¤|�X�X� � ¤ � �±¤<¤ �§³}´ �X�������±¤ÄÀÅ�.�±�t� � ¤p£pÁ Â}Æ ������� �@� �

• ­t�@�Ç­t� � �����J¦ � �È���Jª � � � ����²±�����p� +, ∗ � � � ���±¤]¬p­��J� ��� �@¤p£ �
(a + b) ∗ c = a ∗ c + b ∗ c

a ∗ (b + c) = a ∗ b + a ∗ c

¼|�J� � �J¤.£<�±�j��� �J� �P¡É�±� �:�
¯ ¤ ��³}´ ��� ³}´ ¤X�±¤ÊÀ8Ë2Ì!®HÍ �J� �§Î@Î@Î Á

h"i8Ï ��y�zTÐ��Ñl�y�u}rtn�Ò�lAÐPl�y
n
l��jq����jqtx��

« � ¤p² ���@�@� �����±�J¤�¨ � ¤X¤�� � ¤S£X�J� � �
ÓP¦=��� � � �§� ¤ �§� ¤ � ��¤ �§�p³}´ ¡��@�¾��¥ �@� � � ¦X¨|�X��²��±¤]¬"¼2��� �J� ��¤T¡��J� � ¤ � £��@�Ô �§´X� �±¤]¬=ÕÖ¤����@¤X����¼ ³}´ �����@¦|¡É�±� � �����È��£��±��× �§� � � 4 � ¦.�±��¥ ´ ¤X�!£X�J� � ¥�£ �X� ¥2¥��.�±�j� � �@¥§¤�ª�¥§�0¬.­ � ¤X¤�¡��p��£��±¤
� ¤ � ������ÓP¦=��� � � �§� ¤ � ��¤Ä�J������� � ��¤ �§� £��@� � ����²����¾¼2��� �J� �¾£��@� � ����Ô �§´X� �±¤m�±¤�� � �p��� ³}´ ��¤]» � ¤.£Ä£X����Ø�� � �Ç£����Ô �§´X� ¡��X�}£��
� � ¤X¥§���J�±�j��¡¢���}£���¤]¬�­ �§�¾´ ���@Ù��0»�£ � £ � £��@��°"����¨2¤|�X�X� � ¤ � �±¤ �§� ��£���¤Ú¤ � ���X� � � ³}´ �±¤�Ô �§´X� ��¤
���@� �mÀ�¦X� �©��� �P£��@�R��º|� � ����¤p²¾���@¤X� � �J¤|ª���� � �±¤ � £X£��J���@ª§�±¤ ¶ � �±����¤2� � Á�°"¥���� ���p��� ����² � ¤ � ��¤c������� �@� �±¤]» � ¤.£�£��@��PÛ ´ ����¡¢������� � ��¤ � ��� �@� �±¤�£��J� � �±�ÉÔ ��´p� �±¤©¨����@¤X��¤©���@¤�Üp� �����§� �Z£��J� ´ �J�±�"¦.����� �§³}´ �������P¼2��� �J� � ´p� ¦.�±¤]» � �J¤.£ �§�p³}´
´ �@��� ���@� �!°"¥§��� �§�p��� ����² � ¤ � �±¤`�±�j��� �J� �±¬7­t�@� � ��ÓP¦=��� � � �§� ¤ � ��¤�¡��X�}£��±¤ � ¦=��� ���p³}´ ���p���±�J¤ � ¤p£��±��� � n �§�@� 4
� � � ����¤]¬X­�� ��´p�§� ¦
� � �t£��@� � ���p� ¹ �±£�� � n �±�J¤�Ø��@¤ � ¬

Ý Þßd

à]�±�@£X���Ã¡ � �t�@¤Ä£X�J� � �±��á � � ��� ¦.��£ ����â.ã�ä ���Ñ¡ �§� �©� ´ �}£�� � ��� �`� � � ����²��±»=� ³}´ �J¤2���±���p�������@������¡��@����¥ �J� � � ÔH¬ ×�¬¦=���]�±�J¤X�±�t« � �±� ³}´|� ¤ � ���J�tåt¥|��æ�²±�J�±¤2����¤`�@¤ N
£��X������¤�çCè è@é�à�Û ��� ¤ � �±¤ �§�p����³}´X� �@��Ù � � ³}´ �@¤ Z\N � �J� � ��¤�¬

��ijh ê���qPl]{?nXlAyÚëì~Ñl���ípî�vtqtx
y|y§ïPy�z�l�ð
­ �§�����@�@� �����±�J¤X� � �J¤p� � ���Ç« � �±� ³}´|� ¤ �����j¿�� �����

ax + by = c

dx + ey = f

Ë



´p� �t£��J��à�Û ��� ¤ � �±¤

x =
ce − bf

ae − bd

y =
af − cd

ae − bd

ñ]òÅó=òÅó
N ⊂ Z

­��J� � � � �!¤X� ³}´ �!��Û ��� � ³}´ ¬?­ �Ê���p� a, b, d, e > 0 � ¤p£ x, y < 0
��¥ �J� �±»?£ �§��� c, f < 0 � ���¢��� ��� ���±¤]»A¡ �§�

���@� ���}£��J¤ ��� ¤X� ³}´ ���©� ´ �Ã�J¤ N � �J� � �0¬ ¶ �Ã� �@¦�� �§�@� ¥R¨����@¤X�©�©Û �§� � ³}´ ¨§���J���±�J¤p����à]Û �j� ¤ � �@¤ Z
¬]á �@� ���}£��J¤ �`� �J¤.£

� Û ��� ¤ � �±¤<�@¤ Q
��Û ��� � ³}´ ¬pÔH¬ ×�¬

x + y = 2

2x + 4y = 7

´p� �t£��J��à�Û ��� ¤ � �±¤ x = 1

2
� ¤.£ y = 3

2

�@¤
Q
¬

ñ]òÅó=òôñ
Z ⊂ Q

���§� ¡��J�0£������±�J¤�×¢��� � �p�J� � À���� � �±¤2� � � ³}´ £ �����§� ��� ³}´ ��¡��@��ª§¥�� ´ �J¤.Á �
−x − y = −2

−2x − 4y = −7

´p� �t£��J��à�Û ��� ¤ � �±¤ x = 1

2
� ¤.£ y = 3

2

�@¤
Q
¬

ñ]òÅó=ò@õ
Q ⊂ R

­ � Q
² �p��� ������¤`���È� +, ∗ ���@¤X��¤
å�Û§���.�±�É¦X� � £����0»�� � ��� � ¦=��²�� �§� � ³}´ £��J� � �±�tö��.�±� � ���@¥§¤X�±¤R�@¤ ³�� ¬X£�����ÕÖ¤|ª���� Â

� ��¤|¦X� � £ � ¤ ��� ¦ � � ��³}´X� ¥ ��� ��¤]¬�×¢�±�J� � Û � ��¤ � �J¤p� � �����?« � �±� ³}´|� ¤ �����j¿�� ��������¨�¥§������¤ �§�J� ���}£��@¤ ��� ¨§�±�J¤X� � ¤p£X������¤ö��=��� � ���@¥§¤p��¤ÊÀ ���ô� +,−, ∗, \ Á�ª�¥§�0» � ¥�£ �§����� � ³}´ £��@� � ����×¢������� ³}´ ¤X� ³}´ ��ª§��� �ô�§��� �±¤ � Í ��� �0¬

ñ]òÅó=òJ÷
R ⊂ C

¼|�@� ´ �Çát� ��� ����¤2� ���p� ËX¬ ½ ¬ øp¬

��i8� ùSvP{"ÐPnp{AzX��y2í.îPlúëì~Ñl���ípî�vtqtx
­��J� � � ´p� � ´ �J�±�P£��@�Ç®X¥§���ûÀ ���p³}´�� ¤.£���������Û �§� � ³}´ » � ¦.�±���J¤�á � � ��� ¦.�Ã¤X� ³}´ �P¡É�±�È����� � �.�±²��Jµp²��@�����}Á �

ax2 + bx = c

­��J� � ��« � ��� ³}´|� ¤ ��´p� �P£��@�Çà]Û �j� ¤ � �±¤ x1/2 = − b
2a ±

√
b2

4a2 + c
a = − 1

2a




b ±

√

b2 + 4ac
︸ ︷︷ ︸

d






ø



ñ]òôñ]òÅó
N ⊂ Z

­ � ���È�P¡��@��¨ � � ³}´Êâ.ã�ä à]Û �j� ¤ � ��¤ ���p� Z\N ´ �±� �§�p� ¨§¥§������¤<��� ��� ��� � � � ����¤]»X£ �����
• � ¤2�����P£X����ü � ��²±� � À d Á¢�±�J¤X�¾ÀÅ�.¥ � �J���@ª§�&Á¢ý �.� £�� � ��² ��´p�7� ��� ´ �
•
√

d < b
£ � ���J� ���p����³}´p� �@��Ù � � ³}´ ¤X� ��� ���@ª§� � Û �j� ¤ � ��¤ ´ �±� �§�p� ¨�¥§������¤]¬C­��J� � � � � â.þÅÿ���������� è þÅÿ	� »2£ � ���È�

a, b, c ∈ N
�@������� � � � �0».£ ����� b <

√
b2 + 4ac � ¤p£ � ¥��©�J� �§�p³}´ ���J¤.£�� � ���±¤ � �±�J¤p�Ç�.¥ � �J���@ª§�!à]Û ��� ¤ �ª§¥§� ´p� ¤p£���¤<¡¢Í§����¬

• £����Pá �p� £X� �p³ ¨R��� � ��� ��� ¤X²���Ô �§´X� ��¤`��� � ��¦=��¤

ñ]òôñ]òôñ
Z ⊂ Q

�P�@��� � Í ��� � � � ³}´ ¡��@�±£X�������@¤
×É�±� � �X�@� � µ.¤p£���¤ �
x2 =

1

4

´p� �t£��J��à�Û ��� ¤ � �±¤ x1/2 = ± 1

2

�@¤
Q
¬

ñ]òôñ]ò@õ
Q ⊂ R

�P�@����� �p��� ¤ � �t£ � ���p� � � � ¥§� � �¢¡É�±��£X��¤]»X£ ��� £��@��ü � ��²�� � �@��� � ���J¥�¤ ��� ¡��J�}£Z»X²�¬ ×�¬����J� d = 12 = 22 ∗ 3
¬

x2 + 2x = 2

� � �t£��@�Ãà�Û ��� ¤ � ��¤ x1/2 = −1 ±
√

3
�@¤

R
¬

ñ]òôñ]òJ÷
R ⊂ C

á �.³}´ £X�J� � � � � � �±� ³}´ �0» ´ �J�±�P� �.��� d �±�J¤X� �§³}´ ¤X� �2� ���@ª¾¡¢���}£���¤�¬

x2 + 2x = −3

´p� �t£��J��à�Û ��� ¤ � �±¤ x1/2 = −1 ± i
�@¤

C
���J�

i =
√
−1
¬
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Q a + 2b ¹j� ¤X�±�J¤ ¤p���@¤ 0
¤X���@¤ /

Q a + b + ab ¹j� ¹j� ¹j� 0 ¹j�
Z a+b

2
¹j� ¤p���@¤ ¹j� 0

¤p���@¤ /
A ⊂ R

�©�@¤ {a, b} ¹j� ¹j� ¹j� ¤X���@¤ ¤X���@¤
A = R ∪ {∞}

Z a + b + 1 ¹j� ¹j� ¹j� −1 ¹j� /
Q 2ab ¹j� ¹j� ¹j� 1 ¹j� /

Ï�i8� 0 lA~jípîtl5y|�jq�ÐûëÚnpvtsts�l�q��
1P�����@¤X��«�� � �X�=��² � ¦X� � £��±¤`� �p��� ∗ ��¥ �@� ��¤.£��Ã��� � ��¤ ��³}´p� � ���±¤R������� �@� �±¤ �

• � �p�����§��� ¥�²�� � ���Jª � ���@¤
• � �p��� ���@¤<¤p� � ��� �§� � � ¶ � �±����¤2�P¨§�±¤X¤X��¤
• � �p��� ���@¤<�@¤|ª§�±� � � � ¶ � ������¤2�P¨���¤X¤X�±¤

¶ � � �±¦X¤X� ��� �Ç¼|�J� ´ �32 � ¦.� �J� � � ¤2���±�PøX¬ ½ ¬

Ï�i8Ï 4�vPu65ÄlA~jípîtl]n87 l�qPx�l95;:?nXlúëÚnpvtsts�l y<�
qty�zTð>=�xÉ~j�jí.îÃ�

¶ � � �±¦X¤X� ��� �Ç¼|�J� ´ �32 � ¦.� �J� � � ¤2���±�PøX¬ ½ ¬

? Þ f

­��J� ¶ � �����±¤�����£���� ��¿ �©��������� ��³}´ ��¤Ú«�� � �X�.� S3 ´.� ���J¤ �j� � ��� �Ç� 6 ¶ � ������¤2����À8áP¤X² ��´X�P� Û �§� � ³}´ ¨§�±�È����¤
3 Â Ô �§´X� �±¤ � ��² �p� ¥��j���J�±���±¤.Áw¬X­��@� � �Ç£���µp¤p�J�±���Ã� ³}´<´ �@���!À����È�t�t� � ���Ç£��±��Ô ¿ ¨§� �JÂ ¼ ³}´ �����@¦2¡¢��� � �0Á �§�@�

e = (1)(2)(3)

s1 = (1)(23)

s2 = (12)(3)

s3 = (123)

s4 = (132)

s5 = (13)(2)

@



­��J� �P� �@¤p£`£��@� �§� ��� ³}´ ��¤
£���µ.¤X�È���J¥�¤X��¤
¡��@�Ã�J¤�£��±� ���p� ���±� � Û ��� ¤ � £����PÓt¦ � ¤ � »X¦ � ¥ ��� ¤p£���� � ¤X¥����J�±�j�0¬�P�@���A� ���@� ��¤�²�¡¢���|å �ô�§��� �±¤�ª�¥§¤ � ����� � � � ���J¥�¤X��¤ ��� �Ñ¬ ¶ �@¤X� ��� £��J��»0£X�J� ���@� �
£X���±��� � �±�©�±¤2����ª������ ���.��³}´ �±¤]» � ¤p££��@� � �§»7£��@�!¤ � ��²�¡¢���Hª§�±�j� ���p��³}´ ��¤�ÀA2�� � ¤ � �=¥ � �È���J¥�¤X��¤=Áw¬=üÊ�±¤X¤m� � ¤m¤ � ¤ ¹ �©���@¤ ¶ � ������¤2�Ç£��@� � ����å �ô�§��� ��¤¤X�@���Ç�±» � Í ��� ��¤ � � ³}´ ���È�t�t� � ���Çª�¥§¤
�P�@¤����������@¤ � ¤.£���� ���p� ��� ´ � � ¤ � £��@� � ¤.£�������¤`² �p��� ������¤ � ����²��±¤�À � �J¤X� � ���áP¦ ´ Í�¤ � � � ¨§�±�È�wÁw¬

e = (1)(2)(3)

a = (123)

b = (12)(3)
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e = e

s1 = a ◦ b ◦ a ◦ a

s2 = b

s3 = a

s4 = a ◦ a

s5 = a ◦ b
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