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vxwyv z|{6}t~������t��{�����{%�x�����
M1 = {anbm|n, m ∈ N}

�t���������y���8�*�E� ��� �%�%�������c���P�W���: ��6¡&�P�¢�G�£�%� �¥¤*�o¦��%�P���G¡��c§&¡��
M1 ¨  
©��%ª« ¢�P�¥¬����P�%�¢­x����®¯��������� � ¨ �%°&� � ¢�±���%� �%���
�%����² ¨  ¢³%�G�%°W´��  ¢ �ª
µ¶²�· ´d· ¸�§�¡���¬�¡& ¢ ¹���º·

M1 =
{

akbm|k, m ∈ N
}

»½¼ �������W�����D�¾³%��ª����%���%� �D´H¿«�%°&�
l
��ª«�E� �ÁÀ¶¡&�P°&� ���%�|ÂÃ���y��ª«�P��Ä

x = ak+l+sbm−s
 ¢�±�

k, m ∈ N ¨ �6�
s = 0, 1, . . . , min (l, m)

·�Å ¨ �`  ¨ �����G���DÀ¶Æ%�xÇÈ�8�����t�%�P�8�y��� »½¼ ����� �����P�%��É?� ���P��° ¨ �%°�¦����%� �º·

x = ak+l+sbm−s = uvw

u = ay, vz , w = ak+l+s−y−zbm−s

Ê Æ%�t���G�����
uvw

  ¨ ����� ¨ �
°�� �P�����º©%�%ª&�
uviw ∈ M1

°&�P�P��·

uviw = ay (az)i ak+l+s−y−zbm−s = ay+zi+k+l+s−y−zbm−s = ak+l+s+(z−1)ibm−s ∈ M1

¤*� �¹ËxÌ�³6¡&�%� �:�¢§�¡��
a ¨ �6� b

�%�G ¢ ¥�¢� ¨ ��³E¡&���P���G§��
É^ª«�%�G� �Xª��º© ¨ ���X��¡� ¢�P�¹�G�G� °«�
uviw

�G�
M1 ⇒ M1� ��À¶Æ%�G�±���%ª���²�· ´d·P© ¨ ���ÎÍ&ÏJÐ6Ð�ÑÓÒ�����° ¨ ��¿«����� �G�º·?Ôt���|�%ª����G�y�*�8��ª ¨ ���º©6�%ªÕ���Ã�y������ ¢�±�*À¶¡��G°�� �6��� �*����° ¨ ��¿«��� �ÂÃ��ª« ¢ �ªJ���G¬Õ�E�������%��� �G�6���D��¿����È�¥µÖ¡��%�%�¥×¯��®����G��¸ØÄ

G := (V, Σ, P, z0)

V := {z0, z1}

Σ := {a, b}

P := {z0 → az0|az1;

z1 → bz2|b}

Ù



vxw@Ú z|{6}t~������t��{�����{%�x�����
M2 = {anbm|n = m ∧ n, m ∈ N}

Å�ª&�������  Û²"· ´
·H 'Æ������ ���y������ª«�G�P� »½¼ �y��� �
x

 ¢�P�
|x| ≥ n Ü ª ¨ À¶³ ¨  ¢³E� �¾ÝÕ��ª����y���º· » � �%�� �ª«��ª��G��¡
� �G�

» ¡����t¦������ ��©6À¶Æ%�*��ª����%�P�8�t�%�����:��°��G�±�8©�¬Jª«���|���G���¾³%��ª����%�����G���:����� ° ¨ �G¿������ �G�º·�­x¡&��®¯� °6©����G���¾³%��ª����%�
M2��¿����È�t���G���
ª ¨ ���
��¡¢�����%��� �G�6���º·

M2 =
{

akbk|k ∈ N
}

• x = akbk = uvw
 ¢�P�

|uv| ≤ n

• u = ay
©
v = az

©
w = ak−y−zbk

•
Ê Æ��tª«�G�P�

vi
  ¨ ��� uviw ∈ M2

°&� �P�����
Þ uviw = ay (az)

i
ak−y−zbk = ay+iz+(k−y−z)bk = ak+(i−1)zbk

Þ  �ª«�����P���&�t��¡«À¶¡&�y�8©¾À¶Æ%�
i 6= 1

���G���
���P�����%ß�ª��%�������
a à � ¨ ��� b à ��§����������%�G�������

Þ ⇒ uvi6=1w /∈ M2

• ⇒
² ¨  ¢³%�P��°Õ´º�  ¢ �ª¢�%�����:�����yÀ¶Æ��P�P�

• M2
�%�G���:�t��� ° ¨ �G¿��

vxw@á z|{6}t~������t��{�����{%�x�����
M3 = {anbm|n ≤ m ∧ n, m ∈ N}

­x¡���®¯� °�©����G�'�¾³%��ª������
M3

��¿����y���������`ª ¨ ���`��¡������������P�E� �º·
M3 =

{

akbk+s|k, s ∈ N
} ·

â �G� �� ¢�±����¿����È�*�������|���G�Xã6Ò äØå�æ�ÑBæ�Ð:ç`ª����È��� �G�P���º©?�%ª��
M3

���G���:�*��� ° ¨ ��¿«����� �G��¬Jª«�%��©E�%ªD�y�����
M3

ß �����G� °&� �
��¿����È���G�

M3 = M2 {b
s|s ∈ N} ¨ �6� M2

�%�����&����� ° ¨ �G¿���®¯ª���·�· ·
â �G� ��°&� �%��������¿«�%�%�G�����D§&¡���®��P���E� �

M2
Ä

• x = akbk+s = uvw
 ¢�±�

|uv| ≤ n

• u = ay
©
v = az

©
w = ak−y−zbk+s

•
Ê Æ��tª«�G�P�

vi
  ¨ ��� uviw ∈ M2

°&� �P�����
Þ uviw = ay (az)i ak−y−zbk+s = ay+iz+(k−y−z)bk+s = ak+(i−1)zbk+s

Þ  �ª«�`�y�G� �:�¯��¡«À¶¡&�y�8©�À¶Æ��
(i − 1) z > s

��ß ®�·
i > 1 + s

z

���P�6�W���G�Ã���%ß�ª��%�^��� �
a à �¯°�� ¼�è � �8©�ª«���¯���P�

�����
b à ��©%®�ª����������¾³%��ª����%�

M3
®��G����������³%���G���:�

Þ ⇒ uvi>1+ s

z w /∈ M3

• ⇒
² ¨  ¢³%�P��°Õ´º�  ¢ �ª¢�%�����:�����yÀ¶Æ��P�P�

• M3
�%�G���:�t��� ° ¨ �G¿��

vxw¶é z|{6}t~������t��{�����{%�x�����
M4 = {anbm|n ≥ m ∧ n, m ∈ N}

¤Ãª��¥°&�P���G�����W�¾���È���  ê®��P� ¨ �:��� � M3
·"ë�ª«��¬ ¼ �%�:���Õ�%�G� ��ª��P�G� �����G�%°&�'ª ¨ �����t��° ¨  ¹���:���G� ��� �º©"�%ª���� ©�®����%�

 �ª«�����P��� �Î� ¨ ��¡& �ªJ������¬�¡&���y��� ¨ �P��������®�Æ%�����������Ã�%�P� »½¼ ����� �Ã��Æ���¬¾®����y���tª«¬¾ß ��³����G� ���*¬ ¼ �%�:����©� �ª��Îª ¨ �
M3

���G�*�¾³���ª&���%�
M4

µ¶�%���dª ¨ ÀºÔt ��6���%� �%� ¨ ��°¥��� �
­
ª�����ª«���P���6¸"� ����ª«�P�����¢��¿J������©&ª«���y¡�¬Jª«���¢ª ¨ ��� M4
�%�����:�

��� ° ¨ �G¿������ �G�º©%ª��6���� ¢ª&���%� �`®��G���� �ª«��®��P��¡��E� ��·
­x¡���®¯� °�©����G�'�¾³%��ª������

M4
��¿����y���������`ª ¨ ���`��¡������������P�E� �º·

M4 =
{

ak+sbk|k, s ∈ N
} ·

â �G� �� ¢�±�*�G¿&���y���y������µ¶ �ª«�H®��P�8��� �Ø¸����G�ìã6Ò äØå�æ�ÑBæ�Ð:çÕª«���y�����P�G� �º©E�%ª��
M4

�%�����&�*����° ¨ ��¿«����� �G��¬íª��%�º©���ªÕ�y�����
M4

ß �����G� °&� �`�G¿&���y���P�
M4 = {as|s ∈ N}M2 ¨ ��� M2

�%�����:������° ¨ ��¿«��®�ª«�8· · ·
â �G� ��°&� �%��������¿«�%�%�G�����D§&¡���®��P���E� �

M2
�%ß ®�·

M3
Ä

î



• x = ak+sbk = uvw
 ¢�±�

|uv| ≤ n

• u = ay
©
v = az

©
w = ak+s−y−zbk

•
Ê Æ��tª«�G�P�

vi
  ¨ ��� uviw ∈ M2

°&� �P�����
Þ uviw = ay (az)

i
ak+s−y−zbk = ay+iz+(k+s−y−z)bk = ak+s+(i−1)zbk

Þ  �ª«�£�y�G� �:�Ã��¡«À¶¡&�y�8©�À¶Æ��
s + (i − 1) z < 0

�%ß ®�·
i < 1 − s

z

���P���Î���G�¹���%ß�ª��%�x��� �
a à �Ã¬¾�P���P�%����©

ª«�������G�¥��� �
b à ��©�®¯ª&����� ����³%��ª&���%�

M3
®��P�8��� ����³%�������:�

Þ ⇒ uvi<1− s

z w /∈ M4

• ⇒
² ¨  ¢³%�P��°Õ´º�  ¢ �ª¢�%�����:�����yÀ¶Æ��P�P�

• M4
�%�G���:�t��� ° ¨ �G¿��
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